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Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται η ανάλυση και κατασκευή δύο μαθηματικών μηχανών 
που μπορούν να σχεδιάσουν µε ακρίβεια µία συγκεκριμένη κωνική τοµή, την Παραβολή. Το 
θέµα χάραξης γεωμµετρικὠν καμπυλών προβλημάτισε τους Μαθηματικούς από την 
αρχαιότητα έως και σήµερα τόσο για την χρησιμότητά τους όσο και για την νοµιµοποίησή 


της χρήσης τους προς επίλυση γεωμετρικών προβλημάτων. 


Παρουσιάζεται επίσης η ιδιαίτερη έννοια της Παραβολής, µιας κωνικής τοµής η οποία 
μελετάται για πολλούς αιώνες µέσα απὀ διάφορα πλαίσια. Εγινε και κάποιος σχεδιασμός 
χρήσης των μαθηματικών μηχανών για την διδασκαλία της έννοιας της Παραβολής σε 


µαθητές Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης. 


Αναλύθηκε και κατασκευάστηκε ο μηχανισμός του ΒονεηῖμΓα (αναιὶεΓί (1598-1647] και ο 
παραβολογράφος του ΕΓαης Ναη οεμοοῖεη (1615-1660), αφού πρὠτα έγινε η προσομοίωση 
τους µε χρήση του λογισμικού δυναμικής Γεωμετρίας ἄ6οΡεΡΓ8 καθώς και µε λογισμικό 
Αμΐοσαα. Κατά την διάρκεια της ανάλυσης και της κατασκευής, αναδείχθηκαν μαθηματικές 


έννοιες οι οποίες κρύβονται µέσα στις μηχανές και αποτελούν βασικό δομικό στοιχείοτους. 


Φιλοδοξούμε πως η προσπάθεια ανάλυσης, προσομοίωσης, κατασκευής Και χρήσης 
μαθηματικών μηχανών και μηχανισμών στην διδακτική πράξη βελτιώνει την στάση των 
μαθητών απέναντι στα Μαθηματικά αλλά και την αποδεικτική διαδικασία. Άλλωστε η 
εμπειρία µε μηχανισμούς σχεδίασης καμπυλών είχε πάντα σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη 
της αναλυτικής Γεωμετρίας, του αλγεβρικού συμβολισμού, του Λογισμού καιτης έννοιαςτων 


συναρτήσεων. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στην εργασία αυτή επιχειρείται η σύνδεση των Μαθηματικών, της Μηχανικής και της 
Τεχνολογίας, µέσα απο την παρουσίαση µιας κοµβικής μαθηματικής έννοιας, εκείνης της 
παραβολής. Η ιδιαίτερη αυτή κωνική τοµή αναλύεται στην εργασία σύμφωνα µετην θεωρία 
καιτις μεθόδους της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, δηλαδή µε την αναλυτικο-συνθετική μέθοδο 
των αρχαίων Ελλήνων Γεωμετρών, αλλά και σύµφωνα µε την αναλυτική µέθοδο του 
Καρτέσιου. Στην εποχή του Καρτέσιου (επαν)εισήχθησαν μηχανισμοί σχεδίασης κωνικών 
τομών για την κατασκευή λύσεων σε γεωμετρικά προβλήματα. Αυτοί οι μηχανισμοί 
ονομάζονται μαθηματικές μηχανές ή μαθηματικοί μηχανισμοί και δημιουργούν ένα 
δυναμικό περιβάλλον για τη µελέτη της Γεωμετρίας πέραν της ακριβούς χάραξης καμπυλών 
που ήταν και ο αρχικός λόγος κατασκευήςτους. 

Στην παρούσα εργασία επελέγησαν προς µελέτη και κατασκευή δύο τέτοιες μηχανές, ο 
παραβολογράφος του ΒονεηίμΓα (ανα[ἰεγί και ο παραβολογράφος του ΕΓάης ναη 5εΠοοϊῖεη, 
και στη συνέχεια έγινε προσπάθεια εισαγωγής τους στην διδασκαλία σε µαθητές 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης για την κατανόηση αυτής της ιδιαίτερης καμπύλης, της 
“Παραβολής”. 

Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δύο δεκαετιών, οι παιδαγωγικές θεωρίες στην 
εκπαίδευση των Μαθηματικών, όπως η εργαλειακή γένεση [(ἱηςίγμπιεηῖαι ρεηεσίς) και η 
σηµειωτική διαμεσολάβηση (ςεπιἰοϊίς πιθαϊἰα[ἰοη), έφεραν τα εργαλεία, τα τεχνουργήµατα 
(αγἰε[ασεῖς) Και την τεχνολογία στο επίκεντρο της συζήτησης για την απόκτηση μαθηματικών 
γνώσεων (ΗΠηάςαγ Βοθεγῖς, [6υηρ δι ΕΓδρηίἱ Γίης, 2013). Αρκετοί ερευνητές (ὐΙΐα[, 5οµααεΓ δι 
Ὀς Ιοαςῇθ, 1997; Νἰπεεπῖ, 2003; Μαςεβὶεϊϊο δι Μαγιίρποηπς, 2007; Βαγιο[ιπἰ Βιςςί δι 
ΜαςεΠἰεϊϊῖο, 2008; ΒοαϊτίΠἰ, 2016; 5ἱορί δι Κοἰίθζα, 2016; Κοίθζα δι Ασἰπιακοροιίος, 2018; Κοίσζα, 
2018) έχουν προσπαθήσει να μελετήσουν τη χρήση ιστορικών «εργαλείων» απο µαθητές, 
κατά τη διδασκαλία μαθηματικών εννοιών, τόσο στην αυθεντική τους όσο και στην Ψηφιακή 
τους µορφή. 

Η διδασκαλία των κωνικών τομὠν και ειδικότερα της Παραβολής γίνεται σήµερα στο Λύκειο 
µε μεθόδους Αναλυτικής Γεωμετρίας και Διαφορικού Λογισμού. Η έννοια της συνάρτησης 
που αναπτύχθηκε στα Μαθηματικά στο τέλος του δέκατου έβδομου αιώνα, ήταν αρκετά 
διαφορετική απὀ την σηµερινή συνολοθεωρητική της θεώρηση και επίσης διαφορετική από 
τις αλγεβρικές αντιλήψεις του δέκατου ένατου αιώνα. Η κύρια εννοιολογική διαφορά εἶναι 
πως οι καμπύλες θεωρούνταν ότι έχουν µια πρωταρχική ύπαρξη αποκοµµένη από 


οποιαδήποτε ανάλυση των αριθμητικών ή αλγεβρικών ιδιοτήτωντους. 


Οι εξισώσεις δεν δημιούργησαν τις καμπύλες, αλλά οι καμπύλες δημιούργησαν τις 
εξισώσεις. Όταν ο Καρτέσιος δημοσίευσε την “Γεωμετρία” του το 1638, έδωσε για πρώτη 
Φοράτις αλγεβρικές εξισώσεις πολλών καμπυλών, αλλά ποτέ δεν δημιούργησε µια καμπύλη 
σχεδιάζοντας την µέσω των σημείων που ικανοποιούν µία εξίσωση. Παρουσιάζονταν 
πάντοτε πρώτα οι γεωμετρικές μέθοδοι για την χάραξη κάθε καμπύλης και στη συνέχεια, 
αναλύοντας τις γεωμετρικές ενέργειες (που εµπεριέχονταν στον μηχανισμό σχεδίασης της 
καμπύλης αυτής) κατέληγαν σε µια εξίσωση που σχετιζόταν µε ζεύγη συντεταγμένων (όχι 
απαραίτητα ορθογωνίων μεταξύ τους). Αυτήν ακριβώς τη διαδικασία επιχειρούµε να 
αναβιώσουμµε µέσα αποτην εργασία µας, για λόγους που θα αναλύσουμε λεπτομερώς στη 
συνέχεια. Ο Καρτέσιος ανέλυετις ενέργειες σχεδίασης της κάθε καμπύλης προκειµένου να 
καταλήξει σε µια εξίσωση που θα την αναπαριστούσε. Αυτός ο τρόπος αντιμετώπισης των 
καμπυλών, ὡς αποτέλεσµα γεωμετρικών ενεργειών, συνεχίστηκε Και στο έργο των Βοῦθε/να!ι, 
Ραςεα, Νεννῖοη και | αἰρηίζ. Ο Καρτέσιος χρησιμοποίησε γράμματα για να αναπαραστήσει 
διάφορα µήκη, αλλά δεν τα ονόμασε. Ο Ιαἰοπίζ θεώρησε έξι διαφορετικές μεταβλητές που 
σχετίζονται µε µια καμπύλη, δηλαδή ευθύγραμμα τµήµατα ή µήκη, που θα μπορούσαν να 
προσδιοριστούν απὀ κάθε σηµείο µιας καμπύλης, καιτους έδωσε τα ονόματα: “τετμημένη”, 
“τεταγμένη”, “εφαπτόμενη”, “υποεφαπτομένη”, “κανονική” και “υποκανονική” (Αιπο[’ἁ, 
1996). 

Στο σχολείο, η µελέτη της Παραβολής γίνεται µε την χρήση Λογισμού, χωρίς να έχει 
προηγηθεί µια γεωμετρική και αλγεβρική προσέγγιση που θα νοηματοδοτούσετη χρήσητων 
θεωρητικών εργαλείων του Λογισμού. Το παράδειγµα της Παραβολής δείχνει πως αυτή η 
καμπύλη µπορεί να ανακαλυφθεί χρησιμοποιώντας µόνο τη βασική Γεωμετρία σε 
συνδυασμό µε την εμπειρική έρευνα. Αφήνοντας τη µαθηµατική µηχανή να κινηθεί, 
δημιουργείται µια κατάσταση όπου η Άλγεβρα απορρέει Φυσικά από την Γεωμετρία. 

Στα σχολεία µας το πρόγραµµα σπουδών για την Γεωμετρία είναι στατικό και απομονωμένο 
από άλλα αντικείμενα εκπαίδευσης, και ιδιαίτερα απὀ την Άλγεβρα. Οι γεωμετρικές 
αποδείξεις δεν παρέχουν τη δυναμική εμπειρία που οδηγεί στην κατανόηση των 
συναρτήσεων και του Λογισμού. Μια σηµαντική προὐπόθεση για την κατανόηση του 
Λογισμού είναι η πεποίθηση ότι η Γεωμετρία και η Άλγεβρα είναι συνεπείς μεταξύ τους, και 
ιστορικά αυτή η πίστη δεν έρχεται εύκολα (6ᾳα|οη,1929). Προκειμένου οι µαθητές να το 
κατανοήσουν αυτό, πρέπει πρώτα να τους επιτραπεί να βιώσουν αμφιβολίες ὠςπροςτο αν 
ένα γεωμετρικό αποτέλεσµα επιβεβαιώνεται από ένα αριθμητικό αποτέλεσµα (Ώεηπίς,1996). 


Με μηχανικές συσκευές και µε κάποιο σύγχρονο λογισμικό, µπορεί πλέον να δημιουργηθεί 


περιβάλλον “κινηματικής” Γεωμετρίας το οποίο θα βοηθήσει τους µαθητές να 
επιχειρηµατολογήσουν, να εικάσουν και να αποδείξουν. 

Στο υπάρχον Πρόγραμμα Σπουδών της Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης, οι συναρτήσεις 
αντιμετωπίζονται ὡς “αριθμητικές μηχανές” µε εισόδους και εξόδους. Αλλά τι είναι µια 
συνάρτηση; Η εξίσωση της, το γράφηµά της ἠ ένας αλγόριθμος; Οι µαθητές ξοδεύουν πολύ 
χρόνο μαθαίνοντας να κάνουντις συνδέσεις μεταξύ µιας εξίσωσης και του γραφήµατός της. 
Από την αρχή της αναλυτικής Γεωμετρίας καιτου Λογισμού στο Λύκειο, αυτό που παραμένει 
ένα απὀ τα πιο διαδεδομένα θέµατα είναι ότι “τα γραφήματα δημιουργούνται απὀ 
εξισώσεις”, συγχέοντας επίσης, σε πολύ µεγάλο βαθµό, την έννοια της “καμπύλης” και την 
έννοια του “γραφήματος”. Η υποκατάσταση της λέξης "γράφημα" για τη λέξη "καμπύλη" 
σηµαίνει ότι πρέπει να υπάρχει ένα σύστημα συντεταγμένων πριν απὀ την ύπαρξη µιας 
καμπύλης, η οποία δίνει προτεραιότητα στην αλγεβρική ἐκφραση. Στις αίθουσες 
διδασκαλίας οι καμπύλες συνήθως “δημιουργούνται” απὀ αλγεβρικές εξισώσεις ἡ 
αριθµητικά δεδοµένα και σπάνια από φυσικές ή γεωμετρικές ενέργειες (οι ευθείες γραµµές 
και οι κύκλοι είναι οι µόνες εξαιρέσεις). Στο υπάρχον πρόγραµµα σπουδών δίνεται πρὠτα η 
εξίσωση, έπειτα οι συντεταγµένεςκαι στοτέλοςη γραφική παράσταση των σημείων. Μερικές 
φορές δίνεται ένας πίνακας αριθμητικών δεδοµένων και µετά ένα σύνολο συντεταγμένων 
και στη συνέχεια ένα γράφημα. Τα πράγματα δημιουργούνται µε αυτή τη σειρά πριν αρχίσει 
οποιοσδήποτε διάλογος. 

Θέλω να ισχυριστὠ ότι αυτή η σηµαντική διαδικασία θα μπορούσε να γίνει πιο ισχυρή στις 
αίθουσες διδασκαλίας µας, εάν επιτρεπόταν να αντιστραφεί, αλλά και να ρέει προςτις δύο 
κατευθύνσεις, δημιουργώντας έτσι µια πληρέστερη ισορροπία στο διάλογο μεταξύ 
καμπυλών και εξισώσεων. Η αναλυτική Γεωμετρία θα μπορούσε να παρουσιαστεί ως ένας 
“βρόχος ανάδρασης” μεταξύ του Φυσικού, γεωμετρικού κόσμου των καμπυλών και του 
σημειωτικού κόσμου της Άλγεβρας και των αριθμητικών δεδοµένων. 

Η έννοια της συνάρτησης θα μπορούσε να θεωρηθεί ως µια γνωστική διαδικασία που 
κινείται µε ευελιξία ανάµεσα σε αναπαραστάσεις, απὀτις οποίες καμμία δεν έχει ιδιαίτερη 
θέση ή ορισμό. Ο (οπίεγ (1992) το ονομάζει “Επιστημολογία πολλαπλών 
αναπαραστάσεων”. 

Ακόμα και η έκφραση ΄καθαρά Μαθηματικά” υποδηλώνει έναν διαχωρισμό τους απὀ τη 
Φυσική και εμπειρική τους προέλευση και απὀ τα “εφαρμοσμένα Μαθηματικά”, 
παραβλέπονταςτην επιστηµολογική και ιστορική ενότητα του αντικειμένου µε ανησυχητικές 
επιπτώσεις στην εκπαίδευση. Καταδεικνύει µια αδυναμία να αντιμετωπισθούν τα 


Μαθηματικά ὡς πολιτιστικό εργαλείο µε κοινωνική ιστορική γένεση που έχει ρίζες σε 
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προβλήματα και δραστηριότητες. Και ενώ η Γεωμετρία θα μπορούσε να αποτελέσει το 
«κατεξοχήν» παράδειγµα συνύπαρξης θεωρίας και πράξης στη μαθηματική δραστηριότητα, 
ο ρόλος της έχει ανησυχητικά υποβιβασθεί παγκοσμίως. Η µελέτη της Γεωμετρίας αποτελεί 
ένα ισχυρό πεδίο καλλιέργειας και άσκησης της σκέψης των νέων ανθρώπων, ικανό να 
στηρίξει κάθε μετέπειτα πνευματική τους καλλιέργεια. Ο 1. ϊδίπει (1796-1863) είχε πει ότι, 
“οι υπολογισμοί υποκαθιστούν την σκέψη, ενώ η Γεωμετρία την διεγείρει”. Γεγονός είναι ότι 
σημαντικοί επιστήμονες και δημιουργοί απὀ το 109 αιώνα και µετά, ξεκίνησαν την 
μαθηματική τους παιδεία καιτην δηµιουργία τους στηριζόμενοι στα “Στοιχείατου Ευκλείδη” 
και γενικώτερα στο έργο των αρχαίων Ελλήνων Γεωμετρών. 

Ο Μαθηματικός Ίοη νοπ ΝΘεΠΊαπη (1903-1957) υποστήριξε ότι όταν οι επίσηµες διαδικα-σίες 
του μαθηματικού λόγου έχουν απομακρυνθεί απὀ την εμπειρική τους προέλευση τότε: 
“Ὑπάρχει ένας σοβαρός κίνδυνος να αναπτυχθεί το θέµα µε βάση τη λιγότερη αντίσταση, 
ώστε το ρεύμα, τόσο µακριά από την πηγή του, να χωριστεί σε πλήθος ασήµαντων κλάδων, 
και ότι η πειθαρχία θα γίνειµια αποδιοργανωµένη µάζα λεπτομερειών και πολυπλο-κότητας. 
Με άλλα λόγια, σε µεγάλη απόσταση απότην εμπειρική πηγή, ή µετά απὀ πολύ "αφηρημένη" 
αναπαραγωγή, ένα μαθηματικό θέµα κινδυνεύει να εκφυλιστεί.Όποτετο µόνο φΦάρμακοπου 
µου Φαίνεται ανανεωτικό είναι η επιστροφή στην πηγή, η επαν-εμφάνιση των περισσότερο 


ή λιγότερο άµεσων εµπειρικών ιδεών” ((6οιγαηϊ, 1984). 


Η εργασία αυτή έχειτους παρακάτω στόχους: 

(α) Να αναδείξουµε-- µέσωτου παραδείγµατοςτης ἐννοιαςτης Παραβολής-τις δυνατότητες 
σύνδεσης διαφόρων περιοχών µέσα στα Μαθηματικά (Γεωμετρία, Άλγεβρα, Ανάλυση) και 
µέσω των Μαθηματικών (Μηχανική και Τεχνολογία). Ιδιαίτερα για την ανάδειξη συνδέσεων 
µέσα στα Μαθηματικά, στόχος µας είναι να παρουσιάσουμε τις δυνατότητες και την 
δυναμική της Ευκλείδειας Γεωμετρίας σε θέµατα που δεν είναι γνωστά στους µαθητές, ίσως 
και στους διδάσκοντες στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

(β) Με αφορμή την έννοια της Παραβολής, να αναλύσουμε σε βάθος τη σύνδεση μεταξύ 
Μαθηματικών και Τεχνολογίας µε την ευρεία έννοια. Όχι, όπως συνήθως γίνεται, µόνον µε 
την ανάδειξη του ρόλου διαφόρων λογισμικών για τη διδασκαλία των Μαθηματικών, αλλά 
µε τον σε βάθος σχολιασμό και τη διερεύνηση διαφόρων τεχνουργηµάτων που δεν 
σχεδιάζουν/αναπαριστούν απλά μαθηματικές έννοιες, αλλά τις εμπεριέχουν στον τρόπο 
δὀόµησής τους. Με άλλα λόγια, στόχος µας είναι να προσεγγίσουμε την «Τεχνολογία» όχι 
µόνον ὡς «εργαλείο», αλλά και ὡς αντικείµενο διερεύνησης. 

(γ) Μέσα απο τη µελέτη κάποιων επιλεγμένων «μαθηματικών μηχανών», να εξοικειώσουµε 


τους µαθητές µε τη διαδικασία του Μηχανικού Σχεδιασμού. Πιο συγκεκριµένα, µε τη 
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διαδικασία του αντίσροφου Σχεδιασμού (ΒαοΚκνιαγάς ἢὨεθσίρη):, Δεδομένου του 
αποτελέσματος ενός μηχανικού σχεδιασμού, καλούμαστε να ανακαλύψουμµε τα βήματα και 
τους λόγους που οδήγησαν σε αυτό το σχεδιασμό. 
(ε) Να παρουσιάσουμε ένα αναλυτικό και επιστημονικά τεκμηριωμένο υπόδειγμα ένταξης 
του Μηχανικού Σχεδιασμού και της Τεχνολογίας στο αναλυτικό πρόγραµµα της διδασκαλίας 
των Μαθηματικών στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση, όπου η ανάλυση αλλά και κατασκευή 
μαθηματικών μηχανών και μηχανισμών εἶναι ανύπαρκτη και περιορίζεται µόνο στην χρήση 
του κανόνα και του διαβήτη. Οι συσκευές σχεδίασης καμπυλών, ως γέφυρα μεταξύ 
Γεωμετρίας και Άλγεβρας, έχουν σχεδὀν εξαφανιστεί απὀ τις τάξεις µας παρά την 
αναγκαιότητά τους. 
Η εργασία µας αποτελεί το προιόν µιας λεπτομερούς και διεξοδικής έρευνας σχετικά µε την 
έννοια της παραβολής τόσο σε καθαρά Μαθηματικό, όσο και σε ιστορικό και διδακτικό 
επίπεδο. Μελετήσαμε επίσης και ζητήματα που αφορούν μηχανικές κατασκευές 
(κατασκευαστικούς περιορισμούς, βαθμούς ελευθερίας κλπ) στην προσπάθειά µας να 
δώσουμε την ευκαιρία σε µαθητές 15-16 ετὠν να προσεγγίσουν αυτούς τους μηχανισμούς 
µε τρόπο απλό και κατανοητό. Κατά τη διάρκεια αυτής της φάσης της ανάλυσης και 
διερεύνησης, προέκυψαν διάφορα επιµέρους (ερευνητικά) ερωτήματα όπως: 
9 Μπορούν οι µαθητές να αναλύσουν µια μαθηματική μηχανή και να ανακαλύψουν 
ποια Μαθηματικά κρύβει ; 
9 Μπορούν να προσομοιώσουν και µετά να κατασκευάσουν µία μαθηματική μηχανή; 
9 Σετιθατους ωφελήσει αυτή η διεπιστημονική προσέγγιση; 
9 Θατουςβοηθήσει αυτή η διαδικασία στονα επιχειρηµατολογήσουν, να εικάσουν και 
να αποδείξουν; 
9 Είναι η κατάλληλη προσέγγιση για να εμφανιστεί στους µαθητές η ανάγκη για 
απόδειξη; 


9 ΩφΦελείη παράλληλη χρήση λογισμικού δυναμικής Γεωμετρίας; 


Η παρούσα εργασία έχει την ακόλουθη διάρθρωση: 
9 Ἱἱστορική µελέτη των γεωμετρικών κατασκευών καιτης κατασκευής της Παραβολής. 
9 Περιγραφή της έννοιας της Παραβολής. 
9 Ανάλυση δύο μαθηματικών μηχανών σχεδίασηςτης Παραβολής. 
9 Προσομοίωση και κατασκευή των δύο αυτών μαθηματικών μηχανισμών. 
9 Εφαρμογή διδασκαλίας της έννοιας της Παραβολής µε την χρήση αυτών των 


μηχανών σε µαθητές δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο: “ Κατασκευή1 Γεωμετρικών προβλημάτων” 

1.1. Γεωμετρικά προβλήµατα στην αρχαιότητα 
Υπάρχουν αρκετά ιστορικά στοιχεία για το Φημισμένο “Δήλιο πρόβλημα”. Ο Θέων ο 
Σµυρναίος σε ένα διάλογο του µε τίτλο “Πλατωνικός”, του οποίου διασώζονται 
αποσπάσματα, αναφέρει ότι οι κάτοικοιτης Δήλου αρρώστησαν και ζήτησαν από το μαντείο 
των Δελφών νατους συμβουλεύσει (6. Ιογἱ8,1978). Η Πυθία τους απάντησε πως πρέπει να 
διπλασιάσουν σε όγκο τον ναό του Απόλλωνα διατηρώντας παράλληλατο κυβικό του σχήμα. 
Οι Δήλιοι αρχικά πίστεψαν ότι το πρόβλημα ήταν απλό και ότι θα μπορούσε να λυθεί µε 
διπλασιασµό των πλευρών. Όταν είδαν τι αυτό δεν διπλασιάζει τον όγκο αλλά τον 
οκταπλασιάζει, ο Πλάτωνας τους απάντησε ότι ο Θεός έδωσε αυτόν τον χρησμό για να 
κατακρίνει και να επιπλήξει τους Έλληνες επειδή αμελούν τα Μαθηματικά και περιφρονούν 
την Γεωμετρία. 
Οι δώδεκα λύσεις που έχουν δοθεί στο πρόβλημα κατά την Ελληνική αρχαιότητα, τις είχε 
συγκεντρώσει ο Ερατοσθένης, ὡς διευθυντής της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας (γύρω 
στο 230 π.Χ.), και περιέχονται σε µια επιστολή του προς το βασιλιά Πτολεμαίο τον Γ', την 
οποία παραθέτει ο Ευτόκιος ο Ασκαλωνίτης (550 μ.Χ.) στα σχόλιά του στο δεύτερο βιβλίοτου 
έργου “Περί σφαίρας και κυλίνδρου» του Αρχιμήδη” (Ηεαίῃ, 2001). 

9. Αρχύτας ο Ταραντίνος (428-365 π.Χ.) µε ηµικυλίνδρους. 

9 Πλάτων (427-347 π.Χ.) µε παρεμβολή δύο µέσων αναλόγων. 

9 Εὐδοξοςο Κνίδιος (407-354 π.Χ.) µετην “καμπύλητου Ευδόξου”. 

ο ἸἈέναιχμος (350 π.Χ.) µε δύο Παραβολές. 

ο Αρχιμήδης (287-212 π.Χ.) µε δύο κωνικέςτοµές, Παραβολή και Υπερβολή. 

ο Ερατοσθένης µετον µεσολάβο. 

9 Απολλώνιος (270-190 π.Χ.) µε Κύκλο και ισοσκελή Υπερβολή. 

ο Νικομήδης (200 π.Χ.) µετην κογχοειδή καμπύλη. 

9 Ἠρων (200π.Χ.) µε νεύση. 

9 Διοκλής (Ίοςπ.Χ. αι.) µε την κισσοειδή καμπύλη. 


ο» Πάππος (3οςμ.Χ αι.) µε νεύση. 


1Σύμφωνα µετον Ευκλείδη, τα θεωρήματα και οι προτάσεις αποδεικνύονται, ενώ τα γεωμετρικά 
προβλήματα κατασκευάζονται. 
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Οι προσπάθειες επίλυσης του προβλήματος ξεκίνησαν από τον Ιπποκράτη τον Χίο(430 π.χ.), 
ο οποίος ανήγαγε το πρόβλημα του διπλασιασμού του κύβου σε αυτότης κατασκευής δύο 
µέσων αναλόγων, σε συνεχή αναλογία, μεταξύ δύο δεδοµένων ευθύγραμµων τµηµάτων, 


της ακμής α του δεδομένου κύβου και ενός ευθύγραμμου τµήµατος βΞ2α. 


Έτσι, σύμφωνα µε τον Ιπποκράτη, το πρόβλημα του διπλασιασμού του κύβου 


μετασχηματίζεται στη δυνατότητα κατασκευής μεγεθών χ, γ, τέτοιων ώστε σύμφωνα µε τη 


; ι η | | α ΧΧΧ Υ ; | 
σύγχρονη αλγεβρική γραφή να συνδέονται µε τη σχέση το τ Ξ ὃς περνώντας απὀ το 


πρόβλημα της επίλυσης µιας εξίσωσης τρίτου βαθμού µε έναν άγνωστο, χὸ - 2α5, σε 
σύστημα δύο εξισώσεων δευτέρου βαθμού µε δύο αγνώστους, όπως ο Μέναιχµος έναν 
αιώνα αργότερα ἑλυσείόπως αναφέρεται από τον Ευτόκιο) επιλύοντας δύο απὀ τα τρία 
συστήµατα που προέκυψαν. Έτσι, το αρχικό πρόβλημα μετασχηματίζεται τελικά σε ένα 


ισοδύναμο πρόβλημα µέσω διαδοχικών αναγωγών, αποτελώντας ένα απὀ τα πρώτα 


παραδείγματα “ανάλυσης” στοβεσωτερικό της Ελληνικής παράδοσης. 


Οι Πυθαγόρειοι επίσης είχαν αναπτύξει την θεωρία “παραβολής χωρίων” ἡ “μέθοδο 
εφαρµογής περιοχών”, σύµφωνα µε την οποία χειρίζονταν γεωμετρικά µεγέθη µε τον ίδιο 
τρόπο µετον οποίο κάνουµε σήµερα αλγεβρικές πράξεις. 0 στόχοςτης΄΄µεθόδου εφαρµογής 
περιοχών”, ο οποίος παρουσιάζεται στα στοιχεία του Ευκλείδη, είναι να κατασκευάσει 
(εφαρμόσει) ένα ορθογώνιο (ή, γενικώτερα, ένα παραλληλόγραμμο) σε ένα δεδομένο 
ευθύγραμμο τµήµα, του οποίου το εμβαδόν ισούται µε δεδομένου ευθύγραμµου 
σχήµατος Χ, Και στην συνέχεια να κατασκευασθεί ισοδύναμο τετράγωνο. Αξίζει να 
αναφερθεί ότι το τµήµα των Στοιχείων” του Ευκλείδη που περιέχει τις Προτάσεις |.35 έως 
και ΙΙ.14 αποτελεί αυτό που συνήθως ονομάζεται “Ευκλείδεια θεωρία των εµμβαδών”. Η 
μέθοδος “παραβολής χωρίων” εἶναι θεμελιώδους σηµασίας για την Ελληνική Γεωμετρία. 
Στην γενική της µορφή είναι ισάξια της γεωμετρικής επίλυσης µιας µικτής δευτεροβάθμιας 
εξίσωσης και για τον λόγο αυτό αποτελεί ουσιώδες στοιχείο της “Γεωμετρικής 
Άλγεβρας”(Ηεαίῃ, 2001). Είναι βέβαιο ότι η θεωρία παραβολής χωρίων προέρχεται απότους 
Πυθαγόρειους, αν όχι απὀ τον ίδιο τον Πυθαγόρα. Αυτό προκύπτει απὀ τα γραπτά του 
Ευδήµου, όπως αναφέρει ο Πρόκλος σε σχετικὀ απόσπασμα στο “Υπόμνημα εἰς το πρὠτον 
των Ευκλείδου Στοιχείων”. Από τους Πυθαγόρειους πήραν οι μεταγενέστεροι Γεωμέτρες τα 
ονόματα τα οποία χαρακτήρισαν τις τρεις Κωνικές τοµές. Οι Πυθαγόρειοι θεώρησαν ότι το 
περιεχόµενο αυτών των ονομάτων, αφορά την κατασκευή σε ένα επίπεδο, χωρίων πάνω σε 
δεδομένο ευθύγραμμο τµήµα. Συγκεκριµένα όταν έχουµε ένα ευθύγραμμο τµήµα το οποίο 


χρησιµοποιείται ως βάση για το προς κατασκευή χωρίο, έχουµε κατασκευάσει την “απλή” 
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παραβολή χωρίου. Εάν το µήκος της βάσης του προς κατασκευή χωρίου είναι μικρότερη ἠἡ 
μεγαλύτερη του δεδομένου ευθυγράµµου τµήµατος, τότε (σύµφωνα µε την θεωρία τους) 
έχουµε κατασκευάσει την “κατ' έλλειψη” ή “καθ' υπερβολή” παραβολή χωρίου (Ηεαίῃ, 


2001). 


Πρόβλημα. “Ὑποθέστε ότι σε ένα δεδομένο ευθύγραμμο τµήµα έχει εφαρμοστεί ένα 
ορθογώνιο ισεµβαδικό µε ένα δεδομένο ευθύγραμμο σχήμα. Απαιτείται η κατασκευή ενός 
τετραγώνου ίσου εμβαδού και όµοιας θέσης µετο εφαπτόµενο ορθογώνιο µε µια γωνία σε 
µία απὀ τις άκρες του δεδομένου ευθύγραμµου τµήµατος. Ας είναι ΑΒ το δεδομένο 
ευθύγραμμο τµήµα, Χ το δεδομένο ευθύγραμμο σχήµα και ΑΒΓΔ το ορθογώνιο που 
εφαρµόζεται στο ΑΒ που ισούται µετο Χ”(Ηοεϊρειρ, 1883). 


Προκειμένου να µετασχηµατιστεί ένα χωρίο σε τετράγωνο, δεν έχουμε παρά να το 
µετατρέψουµε σε ορθογώνιο και µετά να κατασκευασθεί ένα τετράγωνο ισεµβαδικό µε 
αυτό, και σύµφωνα µε την μέθοδο |.45 και ΙΙ.14 του Ευκλείδη. Το τελευταίο πρόβλημα είναι 
ισοδύναμο µε την ΄“Εξαγωγήτης Τετραγωνικής ρίζας”.Το ίδιο πρόβλημα µπορεί στη συνέχεια 
να κατασκευαστεί και σύµφωνα µετην Πρόταση ΝΙ.8 του Ευκλείδη καθώς και το σχετικό της 
Πόρισμα, όπου αποδεικνύεται η ομοιότητα των τριγώνων που έχουν τα τρίγωνα που ορίζει 
το ύψος προςτην υποτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου καθώς και ότιτο ύψος αυτό είναι 


µέσο ανάλογο των δύο τμημάτων που ορίζει πάνω στην υποτείνουσά του. 


Για παράδειγµα, απαιτείται να κατασκευαστεί ένα τετράγωνο ίσο και όμοια τοποθετημένο 
µε το ΑΒΓΔ στο Α. Εάν το ΑΒ ισούται µετο ΒΙ, τότε αυτό που προτάθηκε έγινε δηλαδή ένα 
τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει κατασκευαστεί ίσο µετο ευθύγραμμο σχήμα Χ. Όμως, αν όχι, ένα από 


τα ευθύγραμμα τµήµατα ΑΒ ή ΒΓ είναι μεγαλύτερο (σχήµα 1). Έστω ότιτο ΑΒ να είναι 


(σχήμα 1) 


μεγαλύτερο απὀ το ΒΓ (σχήμα 1) και επεκτείνουµε το ΑΒ στο Θ έτσι ώστε ΑΘΞΑΔ. Στη 
συνέχεια παίρνουμε το µέσο Μ του ΒΘ και χαράσσουµε κύκλο κέντρου Μ και ακτίνας 
ΒΘ/2ΞΜΘ. Προεκτείνοντας την ΑΔ, αυτή τέμνει τον κύκλο στο Η και προκύπτει ορθογώνιο 


τρίγωνο ΒΗΘ λόγω ηµικυκλίου. 
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Σύμφωνα µε την Πρόταση ΝΙ.8 του Ευκλείδη έχουµε: ΑΗΖ -- ΑΒ: ΑΘ 3 ΑΗΖ - ΑΒ: ΑΔ και 
επομένωςτο τετράγωνο ΑΕΖΗ είναι ισοδύναμο (ισεμβαδικό) µετο ορθογώνιο ΑΒΓΔ, και έγινε 
έτσι ο “τετραγωνισμός” του ορθογωνίου και κατ΄επέκταση του ισοδυνάµου ευθυγράµµου 
σχήματος Χ. Έχοντας σταθερό το µήκος α του ΑΒ, αυτό το συμπέρασμα ισχύει για 


οποιοδήποτε µήκοςτης πλευράς ΑΔ (ΑΔ«ΑΒ) του ορθογωνίου. Ορίζοντας επίσης (ΑΔ)Ξγ και 


2 
(ΑΗ)-χ, η προηγούµενη σχέση γίνεται χ; -α. γ» . Ξ αξ σταθερό. 


Γι’ αυτό και πολλοί μελετητές, αναφερόμενοι σε αυτή την αλγεβρική σχέση, χρησιμοποιούν 
τον όρο “γεωμετρική Άλγεβρα”. Τοπεδίο εφαρµογήςτης αφορούσε γεωμετρικά προβλήματα 
στο επίπεδο, τα οποία επιλύονται σήµερα µέσω εξισώσεων δευτέρου βαθμού, αλλά σιγά- 
σιγά άρχισε να επεκτείνεται απὀ τους μεταγενέστερους και στην επίλυση προβλημάτων στο 
χώρο, περνώντας απὀ τους τετραγωνισμούς επίπεδων σχημάτων σε μετασχηματισμούς 


σχημάτων στο χώρο. 


Κάπως έτσι υποτίθεται πως σκέφτηκε ο Ιπποκράτης για να προχωρήσει στην 

προαναφερθείσα αναγωγή. Πιθανόν να ξεκίνησε από δύο ίσους κύβους ακµής α και όγκου 
8 ῃ κ ΄ , ῃ ΄ η 

α”, απότους οποίους πέρασε στο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε ακµέςα, α, 2α, διπλάσιου 


όγκου. 


(σχήμα 2) 


Κατόπιν, το ζήτηµα ήταν να βρεθεί ο τρόπος µε τον οποίο θα μπορούσε το ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο να µετασχηµατιστεί σε έναν ισοδύναμο κύβο πλευράς χ. Αυτό θα 
μπορούσε να επιτευχθεί µέσω δύο διαδοχικών αναγωγών. Αρχικά απαιτείται η δυνατότητα 
μετασχηματισμού του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου µε ακµέςα, α, 2α σε ένα ισοδύναμο 
ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο το οποίο να διατηρεί το ύψος α, αλλά η µία από τις δύο 
πλευρές της βάσης να έχει µήκος ίσο µε χ. Έτσι, αν γ το µήκος της άλλης πλευράς, τότε θα 


κ 
2α 


α 
έχουµεκ:.γΞ2α ή - (3). Ενώ στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι είναι εφικτό να 
Χ 
περάσουµεσε ἑνατρίτο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, ισοδύναμο µετα προηγούμενα, όπου 
διατηρούµε ύψος χ σταθερό και µετασχηματίζουµετις διαστάσεις της βάσης, ἐτσι ώστε από 


ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο µεπλευρέςα,γνα περάσουμε σε ένα τετράγωνο πλευράς 
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α Χ 

χ.Δηλαδήα γΞξχ2ὸ ή -Ξ-- (33). Απότις σχέσεις (Ἀ) και (33) προκύπτει η ζητούµενη 
Χ Ν 

σχέση που πρότεινε ο Ιπποκράτης. 


Σύμφωνα µε τον Πρόκλο, η “μέθοδος της γεωμετρικής απαγωγής” αφορά µια πορεία 
διαδοχικών αναγωγών, η οποία ξεκινά απὀ ένα θεώρηµα (ή πρόβλημα) το οποίο θέλουµε να 
αποδείξουμε (ή να επιλύσουμε) και συνεχίζεται μέχρι να καταλήξουμε σε ένα ἀλλο, το οποίο 
γνωρίζουμε ότι ισχύει. Ο Πρόκλος αναφέρει ως χαρακτηριστικό παράδειγµα την περίπτωση 
του διπλασιασμού του κύβου. Η περιγραφή του Πρόκλου δεν είναι ιδιαίτερα κατατοπιστική, 
τα παραδείγματα όµως αναδεικνύουν ότιτις περισσότερες Φορές η μέθοδος αυτή λειτουργεί 
εκλαµβάνοντας κάθε νέο πρόβλημα ως ειδική περίπτωση ενός γενικότερου προβλήματοςτο 
οποίο ολύτης προσπαθεί αρχικά να εντοπίσει και κατ' επέκταση να επιλύσει. Αυτό συμβαίνει 


και στην περίπτωση του διπλασιασμού του κύβου (Αλεξοπούλου, 2015). 


Στα έργα των αρχαίων Ελλήνων μαθηματικών όπως των Ευκλείδη, Αρχιμήδη, Απολλώνιου, 
υπάρχουν δύο ειδών γεωμετρικές προτάσεις, τα θεωρήματα και τα προβλήματα. Τα 
θεωρήματα έπρεπε να αποδειχθούν, ενώ τα προβλήματα να κατασκευαστούν. Κάθε 
απόδειξη θεωρήματος ολοκληρωνόταν µε τη φράση “όπερ έδει δείξαι”, ενώ κάθε λύση 
προβλήματος µε τη φράση “όπερ έδει ποιήσαι”. Η λύση ενός προβλήματος συνίσταται στη 
γεωμετρική κατασκευή μαζί µε την απόδειξη ότι το σχήµα που κατασκευάστηκε έχει τις 
ζητούµενες ιδιότητες. Μερικές φορές οι αποδείξεις θεωρηµάτων επίσης απαιτούν την 
πραγματοποίηση γεωμετρικών κατασκευών, όπως στην περίπτωση που βοηθητικές γραμμές 
ή σχήματα απαιτούνται γιατην απόδειξη. Με τον όρο “γεωμετρική κατασκευή” εννοούµετην 
κατασκευή ενός γεωμετρικού αντικειμένου µε κάποια µέσα κατασκευής (Γκουντουβάς, 
2009). Ο Αριστοτέλης αναφέρει ότι στην διαδικασία της ανάλυσης, γίνεται προσπάθεια για 
εύρεση των αναγκαίων για ένα συμπέρασμα. Ως αποτέλεσµα, πρέπει να συμπληρωθεί µε 
την αντίστοιχη απόδειξη ή κατασκευή, προκειµένου να αποτελεί πλήρη λύση για το 


ο,τιδήποτε. 


Ο Πάππος (290-350 π. Χ.) ταξινομεί τα γεωμετρικά προβλήματα σε κατηγορίες ανάλογα µε 
τα µέσα που απαιτούνται για την επίλυσή τους. Στη “Συναγωγή” του αναφέρει ότι τα 
γεωμετρικά προβλήματα ταξινομούνται σετρεις κατηγορίες : 

9 Επίπεδα (επιλύονται µε ευθείες δι κύκλους). 


9 Στερεά (επιλύονται µε κωνικές τομές). 


9 Γ[ραμμικά (επιλύονται µε άλλες πιο πολύπλοκες καμπύλες). 
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Αντίστοιχα µέσα ή μηχανισμοί κατασκευής γεωμµετρικών αντικειμένων, κατασκευάστηκαν 
απὀ τους αρχαίους Έλληνες Μαθηματικούς για να επιλύσουν γεωμετρικά προβλήματα τα 
οποία δεν μπορούσαν να επιλυθούν µε “κανόνα” και “διαβήτη” (ευθεία και κύκλο), όὀπωςγια 
παράδειγµα ο ελλειψογράφος, η σπείρα, οι έλικες, η τετραγωνίζουσα, η κογχοειδής, η 


κισσοειδής. 


1.2. Γεωμετρικά προβλήµατα µετά τον 10ο αιώνα 

Το θέµα των τριών άλυτων γεωµετρικών προβλημάτων απασχόλησε τους Μαθηματικούς 
μέχρι τον 19” αιώνα, όπου τότε συνολικά απότους Ν. Η. Α08Ι (1802-1829], Εναγὶςϊε (ααἰοῖς 
(1811-1832), Ρἰειιε Ι.. ΙΛαηϊΖ6Ι (1814-1848), )οςορη Ιἱουνί]ιε (1809-1882), (Παγ]ες Ηειπίϊ 
(1822-1901), και (.Ε.νοπ ΙΙπάεπιαπη (1852-1939), απεδείχθη ότι και τα τρία αυτά 
προβλήµατα είναι αδύνατον να λυθούν µε “κανόνα και διαβήτη”. Παρά το γεγονός ότι η 
αδυναμία επἰλυσής τους µε κανόνα και διαβήτη απεδείχθη μόλις τον 195 αιώνα µέσω 
σύγχρονων αλγεβρικών εννοιών, η προηγούµενη προσπάθεια επἰλυσής τους συνέβαλε 
σηµαντικά στην πρόοδο των Μαθηματικών µέσω των παράπλευρων αποτελεσμάτων που 
προέκυψαν. Πριν όµως δοθεί η τελική απάντηση για το θέμα των τριών ἀάλυτων 
προβλημάτων, γύρω στο 1600 δύο λόγοι ώθησαν τους Μαθηματικούς να ξανασκεφθούν το 
ερώτημα της “νομιμότητας” των µέσων των γεωμετρικών κατασκευών. Ο ένας λόγος ήταν η 
ανάγκη επίλυσης ενός πλήθους µη επίπεδων προβληµάτωνπου δεν εἰχαν εξετάσει οι αρχαίοι 
Έλληνες Γεωμέτρες και ο άλλος το ξεκίνημα της χρήσης Άλγεβρας για την ταξινόμηση και 
αναπαράσταση γεωμετρικώὠν προβλημάτων. Οι δύο Μαθηματικοί που ασχολήθηκαν 


ενδελεχώς µε το θέµα ήταν ο ΕΓαηςοίς Νἱείθ και ο βεπε Βεςεβγίες. 


Περνώντας απὀ τα Ελληνικά Μαθηματικά στα Μαθηματικά του 17ου αιώνα, δεν 
υποτιμούνται οι συνεισφορές κατά τον Μεσαίωνα και την Αναγέννηση, που αποτελούν το 
έδαφος στήριξηςτης µεταγενέστερης ανάπτυξης. Όμως κατάτον 170 αιώνα κάποιος συναντά 
τα πρὠτα αποτελέσµατα ενός σύνθετου κοινωνικού φαινομένου που άλλαξε ριζικά τη στάση 
απέναντι στα Μαθηματικά, τις Επιστήμες και την Τεχνολογία, δηλαδή την αλληλεπίδραση 
εμπόρων, επιστηµόνων, μηχανικών, Καλλιτεχνών, ιατρών, ανθρωπιστών, καθώς και την 


ενίσχυση αυτού του Φαινοµένου µέσωτου “τυπογραφείου” (Ο116, 1993). 


Ως παράδειγµα αξίζει να αναφερθεί η περίπτωση κατασκευής κανονικού επταγώνου µε 
δεδομένο εξ' αρχής το µήκος της πλευράςτου, ένα θέµα που απασχόλησετον Αρχιμήδη,ο 
οποίος χρησιμοποίησε “κινηματική” Γεωμετρία, δείχνοντας, σύµφωνα µε τις πηγές που 
υπάρχουν, την ύπαρξη λύσης της κατσκευής αυτής (Βε6ίρργεη, 1986). Ως εκ τούτου, για τον 
ΒΕΘΙΡΡΓΕΗ, το πρόβλημα της κατασκευής του κανονικού επταγώνου παρέμεινε άλυτο για 


περίπου 1200 χρόνια µέχριτην αναλυτικο-συνθετική επἰλυσήτου απότον Ιρανό Μαθηματικό 
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ΑΟ 58Η αἰ-ΚΔΠῖ (1005 αι. μ.Χ.) που µελέτησε εκτεταμένα το έργο των αρχαίων Ελλήνων 


Γεωμετρών εστιάζοντας στο έργο του Αρχιμήδη καιτου Απολλώνιου. 


Βασίστηκε σε µεγάλο βαθµό στη γεωμετρική µέθοδο της ανάλυσης που εφάρμοζαν οι 
αρχαίοι Έλληνες Γεωμέτρες, µε στόχο να αναγάγουν τη κατασκευή γεωµετρικών 
προβλημάτων της εποχής σε κατασκευές, οἱ οποίες μπορούσαν να επιτευχθούν µε χρήση 
κὠνικών τομώὠν.Τα αποτελέσματά του αφορούσαν κατά κύριο λόγο προβλήματα τα οποία 
ανάγονταν στην επίλυση εξισώσεων µε βαθµό μεγαλύτερο του δύο, αρκετά απὀ τα οποία 
ήταν αυξημένης δυσκολίας. Είχε γράψει µάλιστα και µια πραγματεία µετίτλο “ΟπίἵΠε ρε[εοῖ 
«οπΊραᾶςς” στην οποία περιέγραφε ένα όργανο το οποίο επέτρεπε την ακριβή χάραξη των 
Κὠνικών τοµών, το οποίο αργότερα το επανεµφάνισαν οι Μαθηματικοί ΕΓάπεθςςο Β8ΓΟ77ἰ 


(1537-1604) και ΒονεπίμΓα (ανα[ἰεΓί (1598 -164 7). 


(εικόνα 1) ΕΓ8ηεεςοο ΒαΓοζζἰ (Ααπιίγαπαιι Π[μαά ροοηιαϊγίοµΠ ργοβἰθπι, Μδηοεῖίς, 1586) 


Ο ΑΟ 5αΗ/ αἱ -- ΚΔΠῖ έκανε την κατασκευή του κανονικου επταγώνου αναλυτικο-συνθετικά, 
στηριζόμενος στην κατασκευή του Αρχιμήδη, ανάγοντας την σε κατασκευή τριγώνου µε 
πλευρές που βρίσκονται σε αναλογία 1:4:2 και καταλήγει στο συμπέρασμα πωςτο ζητούμενο 
σηµείο, το οποίο καθορίζει καιτην κατασκεύή του προβλήματος, αποτελεί σηµείο τοµής δύο 
Κὠνικών τοµών, µίας Παραβολής και µία Υπερβολής. Συνεπώς αποτελεί προὐπόθεσή η 


ακριβής χάραξη των συγκεκριμένων καμπυλών (Αλεξοπούλου, 2015). 


Η δοµή της ιστορίας των κατασκευών και των αναπαραστάσεων στα πρώιμα σύγχρονα 
Μαθηματικά του 1795” αιώνα, περιλαμβάνει δύο ελαφρώς επικαλυπτόµενες περιόδους: (α) 
την περίοδο απὀ 1590 έωςτο 1650, και (β) απὀτο 1635 έωςτο 1750. Κατάτην πρώτη περίοδο, 
οι ερωτήσεις για την κατασκευή προέκυψαν κυρίως σε σχέση µετα γεωμετρικά προβλήματα 
που απαιτούσαν να κατασκευαστεί ένα σηµείο ἡ ένα τµήµα γραμμής και να γίνει δεκτή µία 
ή ένα πεπερασμένο πλήθος λύσεων. Αν μεταφραστούν σε Άλγεβρα, προβλήματα αυτού του 


τύπου οδήγησαν σε εξισώσεις µε ένα άγνωστο. Στην δεύτερη περίοδο, τα προβλήματα που 
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οδήγησαν σε ερωτήσεις σχετικά µε τις κατασκευές και τις αναπαραστάσεις ήταν κυρίως 
τετραγωνισµών και αντίστροφων εφαπτομενικὠν προβλημάτων. Αυτά ανήκουν σε µια 
κατηγορία προβλημάτων στα οποία απαιτείται να βρεθεί ή να κατασκευαστεί µια καμπύλη. 
Αν μεταφραστούν επίσης σε Άλγεβρα, αυτά τα προβλήματα οδηγούν σε εξισώσεις µε δύο 
άγνωστους, είτε απλές εξισώσεις είτε διαφορικές εξισώσεις. Στην πρώτη περίοδο, η 
γεωμετρική ερµηνεία λόγω των νέων αλγεβρικών τεχνικών, δημιούργησε τεράστια 
προβλήματα, στην προσπάθεια που, αν και µε διαφορετικούς τρόπους, κυρίως αφιέρωσαν 
οι Νἱδί6 και ΠΏεςεαγίες. Όλα αυτά τα θέµατα εξαφανίστηκαν εξ 'ολοκλήρου τον 18ο αιώνα 
λόγω της γενικής επικράτησης των συμµβολικώὠν διαδικασιών ως αυτόνομων από τη 
Γεωμετρία. Σταδιακά επικρατούσε η “απειροστική ανάλυση”, ανεξάρτητη απὀ την 
γεωμετρική απεικόνιση των συντεταγμένων, των καμπυλών, των τετραγωνισμών και των 
εφαπτοµένων, και µε το δικό της αντικείµενο όπως αναλυτικές εκφράσεις και αργότερα 
συναρτήσεις. Αυτή η διαδικασία χειραφέτησης, η οποία θα μπορούσε να ονομαστεί 
”απογεωμετροποίηση’’ της ανάλυσης, αποτελούσε την κύρια δυναμική στο πεδίο των 
μαθηματικών δραστηριοτήτων γύρω απὀ την έρευνα των καμπυλών, µέσω πεπερασµένης 


και απειροστικής ανάλυσης (ΜΙΙοἱ, 2015). 


Κατά την πρώτη περίοδο, οι Μαθηματικοί προβληματίστηκαν από τα ερωτήματα: 
.». Ποια κατασκευή µπορεί να θεωρηθεί “νόμιμη”; 
ο Ποιες είναιπιο απλές; 


.» Όσον αφοράτις μαθηματικές οντότητες, πὀτε αυτές μπορούν να θεωρηθούν 
πλήρως επιτυχημένες; 


ο Τισημαίνεινα επιλυθεί ένα πρόβλημα και να βρεθούν οιλύσειςτου; 
» Πώς μπορούν να θεωρηθούν “νόμιμες” οι αλγεβρικές λύσεις ενός γενικώς 


αποδεκτού γεωμετρικού παραδείγματος; 


Σε αυτό το πλαίσιο, οι έννοιες της ακρίβειας και της βεβαιότητας χρησιμοποιήθηκαν συχνά 
και συζητήθηκαν εξαιτίας των εννοιολογικώὠν και µεθοδολογικών προβλημάτων που 
προέκυψαν λόγω της εισαγωγής της Άλγεβρας ως αναλυτικού εργαλείου για τη λύση των 


γεωμετρικών προβλημάτων. 


Ο ΕΓγαηςοἰς Νἱαῖε (1540-1603) εἰδε τον περιορισμό στις κατασκευές µε ευθείες και κύκλους 
σαν ελάττωμα στην Γεωμετρία, και προσπάθησε να το εξαλείψει προσθέτοντας το αξίωμα 
της νεύσης. Επέλεξε σαν αξίωμα την εισαγωγή της νεύσης αντί των Κκωνικών τοµών, µη 
λαμβάνοντας υπόψιν την ταξινόμηση του Πάππου. Εφαρμόζοντας τη “νέα άλγεβρα-Απαιγιίς 
αγ” σαν αναλυτικό εργαλείο, ήταν σε θέση να ταξινοµήσει ένα µεγάλο αριθµό µη επίπεδων 


προβλημάτων, τα οποία ανάγονται σε εξισώσεις 350 και 45” βαθμού. Έδειξε ότι αυτά τα 
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προβλήματα μπορούσαν να αναχθούν εἶτε σε τριχοτόµηση γωνίας, είτε σε εύρεση δύο 


µέσων ανάλογων, και ότι η επέκταση της Γεωμετρίας µε τη νεύση ήταν ικανή να τα λύσει. 


Ο νἰοαϊο έδειξε ότι η Άλγεβρα συνδυασμένη µε µια προσεκτικά διατυπωµένη θέση για τις 
κατασκευές, παρείχε µια Καλά δομημένη και ενδιαφέρουσα επέκταση της Ευκλείδειας 


Γεωμετρίας. 


Ο πεπε Βεςεαγίες ή Καρτέσιος (1596-1650) εξέτασε επίσης το θέµα των γεωµετρικών 
κατασκευών. Τα επιχειρήματά του αναπτύχθηκαν στο έργο του “αθοπιεϊγίε” το 1637. 
Χρησιμοποίησε εκτεταμένα αλγεβρικές µεθόδους για να επιτύχει την ταξινόμηση 
γεωµετρικών προβλημάτων. Διαπραγματεύθηκε σε έκταση το πρόβληµματου Πάππου΄ (Βος, 
1984), το οποίο και επέλυσε µε τη βοήθεια των κωνικών τοµών, πραγματοποιώντας και τις 
αντίστοιχες γεωμετρικές κατασκευές. Ταξινόµησε τα γεωμετρικά προβλήματα στα πρότυπα 
της ταξινόμησης του Πάππου και έθεσε την κατευθυντήρια γραµµή για την περαιτέρω 
ανάπτυξη της Γεωμετρίας. Η Φιλοδοξία του ήταν να μπορούν να επιλυθούν όλα τα 
γεωμετρικά προβλήματα µε τη µέἐθοδό του. Οι ιδἐες του συμπυκνώθηκαν στο 
κατασκευαστικό του πρόγραµµα, που ήταν ένα πρόγραµµα “πλατφόρμα”. Αυτό 
αναπτύχθηκε τόσο απὀ τον ίἴδιο, όσο και απὀ άλλους Μαθηματικούς σύγχρονους ή 
μεταγενέστερους του. Δέχτηκε διάφορες καμπύλες σαν µέσα για τις κατασκευές και 
υποστήριξε ότι πολύ περισσότερες καμπύλες, απὀ αυτές που ο Πάππος είχε αναφέρει, ήταν 
αποδεκτές. Δεν έγραψε όµως ποτέ µια εξίσωση έτσι ώστε µετά να σχεδιάσειτο “γράφηµά” 
της. Το βιβλίο του είναι αφιερωμένο στη δηµιουργία καμπυλών µε συσκευές (συνήθως 
μηχανικές συνδέσεις), Και στη συνέχεια την επιβολή ενός σχετικού συστήµατος 
συντεταγμένων και τέλος την εξεύρεση µιας εξίσωσης. Οι αλγεβρικές εξισώσεις 
χρησιμοποιούνται για να δημιουργήσουν µια ταξινόμηση καμπυλών, εξ ου και το όνοµα 
"αναλυτική Γεωμετρία”. Για τον Ὠεςεαγίες, οι αλγεβρικές εξισώσεις ήταν Κώδικες για 
γεωμετρικές κατασκευές και ὁράσεις που παράγουν καμπύλες. Όλες οι καμπύλες του 
βιβλίου του, έχουν µια πρωταρχική ύπαρξη πριν από την επιβολή οποιουδήποτε συστήµατος 
συντεταγμένων. Μια αυθαίρετη αλγεβρική εξίσωση, η οποία δεν συνδέεται µε µια συσκευή 
σχεδίασης καμπύλης, δεν έχει επιστημονική σημασία (Ιαποίγ, 1979). Συνέδεσε την αποδοχή 


των καμπυλών σαν µέσο για τις κατασκευές, µε τον τρόπο που αυτές κατασκευάζονται. 


2Ενδεικτικά αναφέρεται το πρόβλημα του Πάππου (για πέντε ευθείες): ’’ Δίνονται τέσσερις 
παράλληλες ευθείες ει, ε2, ε2 Και ει που ισαπέχουν μεταξύ τους απόσταση α και µια ευθεία ε»που 
τέμνει κάθετα αυτές. Ζητείται να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Στου επιπέδου γιατα 
οποία οι κάθετες αποστάσεις δι απόὀτις ευθείες ειικανοποιούν τη σχέση: α : ὃς : ὃς -- δι: δ» : δι. 
Η καμπύλη που προέκυψε λέγεται “καρτεσιανή παραθολή”’, και έδωσε την κατασκευή της µε την 
βοήθεια ενός περιστρεφόµενου χάρακα (Ρος, 2001, σ.278-279). 
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Προφανώς ήλθε αντιμέτωπος µετο ερὠτηματης κατασκευής αυτών των καμπυλών, δηλαδή 
της κατασκευής των µέσων κατασκευής (Γκουντουβάς, 2009). Δέχθηκε καμπύλες σαν µέσα 
κατασκευής αν μπορούσαν να προκύψουν απὀ ειδικές κινήσεις ή συνδυασμό κινήσεων. 
Αυτές οι κινήσεις πραγματοποιούνται µε όργανα που μετακινούνται κατάλληλα, ή ήδη 
χαραγμένες καμπύλες που μετακινούνται ανεξάρτητα η µία απὀ την άλλη. Οι καμπύλεςπου 
προκύπτουν απὀ αυτές τις κινήσεις, είναι αποδεκτές στη Γεωμετρία, εάν ικανοποιούν ένα 


βασικό κριτήριο που είναιτο εξής: 
“Ολόγοςτων ταχυτήτων των κινήσεων πρέπει να είναι γνωστός”. 


Χρησιμοποιώντας αυτότο κριτήριο απορρίπτειτην “τετραγωνίζουσα” καιτην “σπείρα” γιατί, 
όπως υποστηρίζει, παράγονται από συνδυασμό ευθύγραµµων και κυκλικών κινήσεων και ο 
λόγος των ταχυτήτων συνεπάγεται το λόγο της περιφέρειας προς την διάµετρο του κύκλου. 
Ο λόγος αυτός (που ισούται µε π) “ποτέ δεν θα γίνει γνωστός” και για αυτό η 
τετραγωνίζουσα, η σπείρα και παρόμοιες καμπύλες δεν είναι αποδεκτές σαν µέσα για 
γεωμετρικές κατασκευές. Ο Καρτέσιος αποκαλεί τέτοιου είδους καμπύλες “μηχανικές” σε 
αντιδιαστολή µε τις αποδεκτές που τις αποκαλεί “γεωμετρικές” (Γκουντουβάς, 2009). Το 
παραπάνω κριτήριο όµως δεν είναι πάντα επαρκώς ακριβές για να αποφανθεί κάποιος αν 
δοθείσα καμπύλη είναι γεωμετρική ἡ ὀχι. Χρησιμοποίησε την Άλγεβρα και για να 


αποσαφηνίσειτο θέµα έφτασε στα παρακάτω συμπεράσματα: 


9 Οι καμπύλες που είναι γεωμετρικές µε την παραπάνω έννοια, έχουν αλγεβρικές 


(πολυωνυμικές) εξισώσεις σε “σύστημα ευθύγραμµων συντεταγμένων”. 


9 Όταν µια καμπύλη έχει πολυωνυμική εξίσωση, τότε µπορεί να προκύψει από 
συνδυασμό κινήσεων που είναι αποδεκτές στην Γεωμετρία και για αυτό και η 


καμπύλη αυτή είναι αποδεκτή σαν µέσο για γεωμετρικές κατασκευές. 


9 Στις κατασκευές πέραν αυτών που πραγματοποιούνται µε ευθείες και κύκλους, 
πρέπει να χρησιμοποιούμε πάντα την απλούστερη δυνατή καμπύλη, και µια 
καμπύλη είναι η απλούστερη αν ο βαθμός της εξἰσωσή της είναι ο μικρότερος 


δυνατός. 


Ο τρόπος που ο Καρτέσιος έφτασε σε αυτά τα συμπεράσματα δεν µας είναι γνωστός, αλλά 
είναι γεγονός ότι αυτά έχουν πολλά πλεονεκτήματα. Προσαρμµόστηκε και γενίκευσε την 
ταξινόμηση των προβλημάτων του Πάππου, και ήταν συμβατά µε την χρήση Άλγεβρας για 
την επίλυσή τους. Η οπτική γωνία του Καρτέσιου οδήγησε στην ταξινόμηση των 
προβλημάτων µετέτοιο τρόπο ὠστεστις πρώτες δύο κλάσεις να συμπίπτουν µετου Πάππου. 


Υιοθέτησε την ορολογία του Πάππου και κάλεσε “επίπεδα προβλήματα” αυτά που 
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κατασκευάζονται µε ευθείες και κύκλους και “στερεά προβλήματα” αυτά που 
κατασκευάζονται µε κωνικές τοµές (εκτός του κύκλου). Περαιτέρω η ταξινομήσεις των 
Καρτέσιου και Πάππου αρχίζουν να αποκλίνουν. Όλα τα άλλα προβλήματα, που καλούνται 
γραμμικά στον Πάππο, ο Καρτέσιος τα ταξινόµησε περαιτέρω σαν αυτά που μπορούν να 
κατασκευαστούν µε καμπύλη τρίτου βαθμού, αυτά που μπορούν να κατασκευαστούν µε 
καμπύλη τετάρτου βαθμού κλπ. Μηχανικές όµως καμπύλες δεν επέτρεψε στις γεωμετρικές 


κατασκευές (Γκουντουβάς, 2009). 


Για τον Καρτέσιο η Γεωμετρία ήταν πρωταρχικά η τέχνη της επίλυσης γεωμετρικών 
προβλημάτων και ιδιαιτέρως κατασκευαστικών προβλημάτων. Στην “αθοππεϊγίε” αξίωσε να 
καταδείξει πως η γενική Φιλοσοφική του µέθοδος που αναπτύχθηκε στο έργο του “ΠίδοοιΓς 
6 ἰα ΜεϊίΠοαάε” (Περί της μεθόδου λόγος), παρέχει µια πλήρη μέθοδο για τη Γεωμετρία. Η 
“ἀθοπιεῖϊγίε”, µάλιστα στην πρὠτη ἐκδοσή τηςτο 1637, ήταν παράρτηµα στην “Πἰςεοιίς ἄε | 
Μεϊηοαε”. Σαν μέθοδος θα έπρεπε πρὠτα απ’ όλα να αναφέρεται µε σαφήνεια για το ποιος 
επακριβώς είναι ο σκοπός της Γεωμετρίας και στη συνέχεια να παρέχει τα µέσα για να 
φτάσεις σε αυτό το σκοπό (Γκουντουβάς, 2009). Η δημιουργία καμπυλών µέσω κίνησης ήταν 
ένα βασικό συστατικό του γεωμετρικού δόγµατοςτου Καρτέσιου στη “σεοπιεϊγἰε”. Το κύριο 
κριτήριο του για αποδοχή καμπυλών στη Γεωμετρία βασίστηκε στον τρόπο µετον οποίο θα 
μπορούσε να χαραχθεί η καμπύλη. Αναγνώρισε µόνο καμπύλες στη Γεωμετρία που θα 
μπορούσαν να δημιουργηθούν απὀ αυτό που ο ιστορικός των Μαθηματικών ΗεπΚκ Βος 
χαρακτηρίζει ως "συντονισμένη και συνεχή κίνηση". Για τον Καρτέσιο, οι καμπύλες 
δημιουργήθηκαν απὀ ιδεατά κινηµατικά μοντέλα και όχι από τα πραγματικά όργανα, και για 
αυτόν το γεωμετρικό δόγµα του δεν ήταν και κίνητρο για να κατασκευασθούν τα 


συγκεκριµένα όργανα χάραξης καμπυλών. 


Για να μεθοδεύσει τη Γεωμετρία ο Καρτέσιος παρείχε µια ενοποιημένη προσέγγιση µέσω 
αλγεβρικών τεχνικών. Με τη βοήθεια αυτών των τεχνικὠν όλα τα κατασκευαστικά 
προβλήµατα μπορούν να αναχθούν σε ένα σύνολο βασικών προβλημάτων και ο Καρτέσιος 
έδωσε τις βασικές κατασκευές για αυτά. Η ανάπτυξη της αναλυτικής Γεωμετρίας του ήταν 
τόσο “µη ισορροπημένη” όσο και το σύγχρονο πρόγραµµα σπουδών µας, αλλά προς την 
αντίθετη κατεύθυνση. Κατά το µεγαλύτερο µέρος του δέκατου έβδομου αιώνα, οι αρχαίες 
παραδόσεις συνέχισαν να θεωρούν την Γεωμετρία ως κυρίαρχη µορφή της μαθηματικής 
σκέψης. Η Άλγεβρα ήταν δευτερεύουσα στην καλύτερη περίπτωση, και απὀ κάποιους 


εντελώς ανυπόληπτη ({α[ογ!, 1929). 
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Το πρὠτο µέροςτης μεθόδου συνίσταται στην μετάφραση του γεωμετρικού προβλήματος σε 
αλγεβρική µορφή. Τα άγνωστα ευθύγραμμα τµήµατα αναπαριστώνται µε Χ/γ,..., και τα 
γνωστά µε 8,Ό,.., τα δεδοµένα και οι ζητούµενες σχέσεις μεταξύ αυτών των τμημάτων 
εκφράζονται µε εξισώσεις. Αυτές θα είναι πολυωνυμικές εξισώσεις και πρέπει να βρεθούν οι 
άγνωστοι. Καταλήγουμε λοιπόν σε ένα σύστημα όπου κάποιοι άγνωστοι απαλείφονται από 
αυτέςτις εξισώσεις και η διαδικασία καταλήγει σε µια εξίσωση µε ένα µόνο άγνωστο. Τώρα 
το πρόβλημα ανάγεται στην επίλυση αυτής της εξίσωσης, η λύση της δίνει την τιµή ενός 
αγνώστου και οιτιµέςτων άλλων αγνώστων βρίσκονται απότις υπόλοιπες εξισώσεις. Σε αυτό 
το στάδιο της διαδικασίας υπεισέρχεται η κατασκευή της εξίσωσης. Η εξίσωση πρέπει να 
επιλυθεί, αλλά µια αλγεβρική λύση δεν είναι ικανοποιητική. Για παράδειγµα η εύρεση δύο 
µέσων αναλόγων χ και γ μεταξύ δύο δοθέντων τµηµάτωνα, β οδηγεί στην εξίσωση χὸ -- α2β 
που µπορεί να λυθεί αλγεβρικά ΧΞ γα2β. Όμως η λύση δεν είναι ικανοποιητική για το 
γεωμετρικό πρόβλημα όταν δεν µας δίνεται τρόπος για να κατασκευαστεί γεωμετρικά το 
τµήµα Χχ. Αυτό που χρειαζόμαστε τότε είναι µια διαδικασία για την γεωμετρική κατασκευή 
των ριζών της εξίσωσης. Ο Καρτέσιος έδωσε µια θεωρία κατασκευής των εξισώσεων 
σύμφωνα µε τις ιδέες του, που εκφράσαμµε παραπάνω. Έδωσε µια μέθοδο (διαδικασία) 
κατασκευής των ριζών των εξισώσεων µε µέσο αλγεβρικές καμπύλες ελάχιστου δυνατού 
βαθμού. Αν ο βαθµός της εξίσωσης είναι ένα ή δύο, τότε οι ρίζες μπορούν να 
κατασκευαστούν µε ευθείες και κύκλους. Έδωσε την κατασκευή και συμπέρανε ότι αυτά τα 
προβλήµατα ήταν “επίπεδα”. Αν ο βαθµόςτης εξίσωσης εἰναιτρία ή τέσσερα, υποστήριξε ότι 
οι ρίζες της δεν μπορούν να κατασκευαστούν µε ευθείες και κύκλους. Έδωσε ένα γενικό 
κανόνα µε τον οποίο οι ρίζες κάθε εξίσωσης 35” ἡ 45ύ βαθμού μπορούν να κατασκευαστούν 
µετην τοµή ενός κύκλου καιµιας παραβολής. Έτσι αυτά τα προβλήµατα ήταν “στερεά”, αφού 
απαιτούσαν µια κωνική τοµή για την κατασκευήτους. Οι κατασκευές εξισώσεων βαθμού 3050 
έως 60ῦ διαπραγματεύονται στο τρίτο και τελευταίο βιβλίο της “αθοπιεϊγίε” και εκεί 
διατυπώνονται τα εξαγόµενα αποτελέσµατα της πραγµατείας. Θεώρησε ὁτι αυτές οι 
κατασκευές δείχνουν ικανοποιητικά πως κάποιος θα μπορούσε να προχωρήσει στην 
κατασκευή εξισώσεων βαθμού μεγαλύτερου απὀ 6. Κλείνει την “ἀθοπιεϊγίε” ως εξής :΄Δεν 
είναι ο σκοπός µου να γράψω ένα µεγάλο βιβλίο. Προσπαθώ μάλλον να εισάγω πολλά µε 
λίγα λόγια. ... έχοντας κατασκευάσει όλα τα επίπεδα προβλήματα µε τοµή κύκλου και 
ευθείας, όλα τα στερεά µε τοµή κύκλου και παραβολής και τελικά όλα τα άλλα ενός βαθμού 
μεγαλύτερου µε τοµή κύκλου και µιας καμπύλης ενός βαθμού αντίστοιχα μεγαλύτερου από 
την παραβολή, το µόνο που απαιτείται είναι να ακολουθήσει κανείς την ίδια γενική μέθοδο 


για να κατασκευάσει όλα τα προβλήµατα, όλο και πιο σύνθετα, επ’ άπειρο. Σε μαθηματικά 
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θέµατα που υπόκεινται σε μοντέλο προόδου, αν δοθούν τα πρὠτα δύο ή τρία βήματα είναι 
εύκολο να βρεις τα υπόλοιπα. Ελπίζω ότι εκτων υστέρων θα µε κρίνουν ευγενικά, ὀχι µόνο 
για τα θέµατα που έχω εξηγήσει αλλά και για αυτά που έχω σκόπιµα παραλείψει για να 
αφήσω και σε άλλους την ευχαρίστηση της ανακάλυψης” (ΠΏεςεαγίες, 1637). 

Ενδεικτικά, θα παρουσιαστεί η επίλυση της τριτοβάθμιας πολυωνυμικής εξίσωσης (χωρίς 
δευτεροβάθμιο όρο) χὸ -- ρχ-- «Ξ0,(ρ,α Ε ΕΚ). Προσπαθώντας να φανεί οτρόπος σκέψης 
του, προκύπτει: χὃ ΕΡρχ- αΞθ αχ: (κὁ ΕΡχ-α)Ξ0 Θα ρχ2- ακξθ05 

χ. (ρ-1--1)κΣ- ακΞξθθκ{-ς(ρ-- 12 Εκξ-αχξοθ 

Θέτοντας Υ Ξ χ2 ,η προηγούµενη εξίσωση γίνεται: 

χ” (ρ-- 1)κ2Εκξ- ακΞθ05γ2ε(ρ- 1)γΓσκξλ-αχκΞξθοδ 

Φ5χ2-Εγ2Σ-- αχ-Ε(ρ--1)ΥΞ0 

Τελικά προκύπτει ένα σύστημα δύο πολυωνυμικών εξισώσεων 259 βαθμού, όπου (σχήμα 3) 
η µία αντιστοιχεί σε κύκλο ο οποίος περνά από το 0(0,0) και η άλλη αντιστοιχεί σε παραβολή 


η οποία επίσης περνά απότο Ο(0,0). 


4 -- 
Υ- κ 


Ὀμπσεωρμας ἔ ο ο ο 


(σχήμα 3) 
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Ο κύκλος είναι κατασκευάσιµος µε κανόνα και διαβήτη, αφού πρὠτα κατασκευαστούν τα 


: ; ͵ |1--ρ| αι ͵ , : 
ευθύγραμμα τµήµατα µε µήκος -- , Και, . και στην συνέχεια η υποτείνουσα ορθογωνίου 


τριγώνου µε κάθετες πλευρές τα µήκη αυτά. Η υποτείνουσα είναι και η ακτίνα του κύκλου, 
οποίος τέµνεται µε την Παραβολή στο Ο(0,0) και πιθανώς και σε ένα άλλο σηµείο 5(Χ/Υ),του 
οποίου η τετµηµένη χΧ είναι και η ζητούµενη λύση της αρχικής τριτοβάθμιας πολυωνυμικής 
εξίσωσης χὃ ΕΡχ--αΞ9,(ρ,ᾳ ΕΕ) (Βος, 1984). Βέβαια πρέπει, να χαραχθεί µε μέγιστη 


ακρίβεια η εν λόγω κωνική τοµή µέσω κατάλληλου “διαβήτη”. 


Ο Καρτέσιος δίνει επίσης και την κατασκευή και της εξίσωσης 45” βαθμού χωρίς να την 
αναγάγει σε 3” βαθμού. Χρησιμοποιεί ένα κύκλο που δεν περνά απὀ το Ο(0,0) και µια 
παραβολή. Προτείνει επίσης µία σωστή κατασκευαστική μέθοδο και γιατις εξισώσεις 5” και 
60” βαθμού ελπίζοντας να γενικευθεί η µἐθοδός του και για κατασκευή καμπυλών 


µεγαλυτέρου απότον 6’ βαθμό. 


Κατά την περίοδο από το 1650 μέχρι το 1690 η κατασκευή των εξισώσεων αναπτύχθηκε σε 
µια συνεκτική θεωρία. Τα κύρια βιβλία που συνεισέφεραν στην ανάπτυξη της ήταν 


(Γκουντουβάς, 2009): 


9 του ΕΓ8ης ναη 5οεΠμοοῖεη η Λατινική έκδοση της Γεωμετρίαςτου Καρτέσιου (1649 και 


1659], 
9 του »|υςαετο΄Μεςοἰαριπι” (1659 και ειδικά η δεύτερη έκδοση το 1668) και 
9 του ἢε |α Ηἱγθτο “Νοινθαιχ Εἰεπιεηῖς” (1679). 


Ο ΗεηΚ Βος προσπάθησε να καταλάβει τα µεθοδολογικά προβλήματα που αντιμετώπισαν οι 
Μαθηματικοί στη δική τους εποχή και το έργο τους πάνω στην “ἀαόοιππέιγίε” του Καρτέσιου. 
Η πιο σηµαντική εσωτερική εξέλιξη στα Μαθηματικά κατά τη διάρκεια της ζωής του ΕΓ8ης 
νθη 5εΠοοίεη, ήταν η εμφάνιση της Καρτεσιανής Γεωμετρίας, που ήταν το πρώτο βήμα προς 
την αναλυτική Γεωμετρία. Η δημοσίευση της “ἀέοπιέϊιπαε” του Καρτέσιου το 1637 άλλαξε µε 
θεμελιώδη τρόποτις μεθόδους καιτο πεδίο των Μαθηματικών. Η µεγάλη συµβολήτης είναι 
η ιδέα ότι πολλά γεωμετρικά προβλήματα μπορούν να αναπαρασταθούν σε αλγεβρικές 
εξισώσεις σε δύο αγνώστους και ότι η λύση τέτοιων γεωμετρικών προβλημάτων µπορεί να 
διευκολυνθεί απὀ διαδοχικούς αλγεβρικούς χειρισμούς αυτών των εξισώσεων. Η νέα σχέση 
μεταξύ Γεωμετρίας αφενός και εξισώσεων µε δύο αγνώστους απὀ την άλλη άνοιξε νέες 
προοπτικές και οδήγησε στη µελέτη και ταξινόμηση των καμπυλών µέσω των εξισώσεων 


τους. 
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Ο ΕΓ8ης ναη 5εποοϊῖεη (1615-1660) διαδραμάτισε σηµαντικό ρόλο στη διάδοση των νέων 
μαθηματικών μεθόδων του Καρτέσιου και το έπραξε δημοσιεύοντας µια Λατινική 
μετάφραση του “ἀέοπιέιτίε” το 1649 µε δικά του σχόλια και επεξηγηµατικές σημειώσεις 
καθώς και σχετικά κείµενα απὀ άλλους Μαθηματικούς, καθώς και µε την παρουσίαση το 
1659 µιας δεύτερης έκδοσης µε επιπλέον σχόλια και κείµενα. Στις σημειώσεις του για την 
“αόοπιέϊγἰιε” στην έκδοση του 1649 σημείωσε την σπουδαιότητα των κατασκευών του 
Καρτέσιου. Στην ἐκδοση όμωςτου 1659, ανέλυσετην κατασκευή των εξισώσεων βαθμού 30" 
και 495" βαθμού, και έδειξε έναν τρόπο για να πραγματοποιηθούν οι προτεινόμενες 
κατασκευές του Καρτέσιου, παρουσιάζοντας και την τεχνική των “προσδιοριστέων 
συντελεστών”. Συγκεκριµένα επιλέγονται ὡς µέσα κατσκευής δύο καμπύλες (κύκλος και 
παραβολή) των οποίων οι παράμετροι είναι προς το παρὀν απροσδιόριστες. Μετά είτε µε 
αλγεβρικά είτε µε γεωμετρικά επιχειρήματα και µε αναφορά σε ένα σχήµα, παράγεται η 
εξίσωση της οποίας οι ρίζες είναι τα σηµείο τοµής των δύο καμπυλών, έχοντας πλέον 


υπολογίσει τις παραμέτρους και έχοντας χαράξει τις δύο καμπύλες µε µεγάλη ακρίβεια. 


(σχήμα 4) 


Συγκεκριµένα, υποθέτοντας ότι πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση 

χ” -- Βχ2 ΕΙΧ-ΓΔΞ0,(Β,Γ,ΔΕΒ) 
η κατασκευή της γίνεται µε µία Παραβολή που έχει εξίσωση Υ αχ2 και έναν κύκλο που 
έχει εξίσωση (κ -- )2 -Ε (γ -- ο)2 Ξ τ2, όπου προφανώςτα α, Θ, ς, Γ εἶναι οι παράμετροι 
της κατασκευής. Θεωρώντας ότι το αΞ1, τότε μένει να υπολογιστούν οι υπόλοιπες τρεις 


παράμετροι έτσι ώστε µέσωτης κατασκευής να προκύπτει η δεδομένη εξίσωση καιτα σηµεία 
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τοµής των καμπυλών να δίνουν και τις λύσεις της. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΜΙΑ (σχήμα 4) 
προκύπτει: 
(62 Ξ (ΕΜ)ΣΖ Ε(Μῶ2 5 τ2ξ(Υγ -- ο)2 Ε (κ -- ϱ)2 95 τ2 Ξ (κ2 -- ο)2 -Ε (κ -- ϱ)2 5 


- τ2 -- χα -- 20χ2 -- 52 -- χ2 -- 20ς -- 52 5 χ -- 25χ2 -- 2 -- χ2 --20χ-Ε Ρὲ --τ2-035 
5 χΧ” Ε(1 -- 2οχ2 -- 20α-Ε (02 -- εὖ --τ2)Ξ0 


Εξισώνονταςτους αντίστοιχους συντελεστές των δύο εξισώσεων, μπορούν να υπολογισθούν 
οι παράμετροι Ρ, 6, Γτης κατασκευής και να σχεδιαστεί ο ζητούµενος κύκλος: 


1-8 
ο αλστ 
Β-- 1 --2ςε -- 
Γ-- --25 ο. υπ. 


Δ-- ϱ2 ε εὖ -- τὸ ο (1--Β)2-Ε[2--4Δ 
Μ 4 


Είναι πάλι Φανερή η ανάγκη ακριβούς χάραξης των δύο αυτών Κκωνικών τοµών µε 
κατάλληλους διαβήτες. Προσέθεσε πολλές διαφορετικές κατασκευές, µία για παράδειγµα µε 
υπερβολή και κύκλο και άλλη µε παραβολή και κύκλο. Όπως αναφέρει ο Βορρε((2014),οναη 
5ηοοῖεη στην πραγματεία του “Ώςθ οΓραηἰσᾶ ΟΟΠΙΟΒΓΙΗΠΙ 5ΘοΓΙοΠΙΠΙ ἱΠ ρἰ8πο αεςογρῖἰοηε” 
συσχετίζει τα αποτελέσµατα της κλασσικής Ελληνικής θεωρίας γιατις κωνικέἐς τομές µετις 
δικές του ιδέες για τη χάραξη καμπυλών µε τη βοήθεια της κίνησης αλλά και για την 
κατασκευή αντιστοίχων οργάνων. Στον πρόλογο του εξηγεί ότι ο κύριος στόχος του βιβλίου 
του είναι να περιγράψει τις Κωνικές τοµές στο επίπεδο, µε τη βοήθεια της κίνησης. Το 


κίνητρο για το έργο του ήταν ουσιαστικά διττό: 


Κατ΄ αρχήν, καθώς χρησιμοποιήθηκαν Κὠνικές τομές για την κατασκευή γεωμετρικών 
προβλημάτων, προέκυψε το ερώτημα πώς αυτές οι κωνικές χαράσσονται µε ακρίβεια. Ο ναη 
5εηοοῖεη ήταν ένας απότους πρὠτους Μαθηματικούς που αντιμετώπισε συστηματικά αυτή 
την ερώτηση. Σύμφωνα µε τον ν8η δεΠοοῖεη, απαιτείται ακριβής σχεδίαση των κωνικών 
τοµών και πρέπει να περιληφθεί και κίνηση. Για τον ἴδιο δεν είναι ικανοποιητικό να 


χρησιµοποιηθεί ο ορισμός του Απολλώνιου, ως τοµή ενός κώνου και ενός επιπέδου. 


Στη συνέχεια, µια βαθύτερη κατανόηση των κωνικών τομών ήταν επίσης χρήσιµη σε πιο 
πρακτικούς κλάδους των Μαθηματικών, όπως στην µελέτη και κατασκευή διοπτρών και 
κατόπτρων. Ένας τέλειος φακός έπρεπε να έχει παραβολική, ελλειπτική ἡ υπερβολική 
επιφάνεια εκ περιστροφής και η παραγωγή του απαιτούσε τον πραγµατικό και ακριβή 
σχεδιασμό των αντιστοίχων κωνικών τομών. Για το θέµα αυτό, ο ν8η οεποοΐεη θεώρησε 
σκόπιμο να μελετήσει την κατασκευή εργαλείων για τον ακριβή σχεδιασμό κωνικών τοµών, 


δραστηριότητα που την ταξινόµησε ως µέρος της Μηχανικής του για να το διακρίνει από τα 


28 


Μαθηματικά του [5εποοΐεη, 1646). Η δοµή της πραγµατείας του αντικατοπτρίζει τη 
διχογνωµία μεταξύ της κίνησης ὡς νοητική ὁραστηριότητα για τη σωστή περιγραφή των 
Κκὠνικών τοµών και τον πραγµατικό σχεδιασμό και κατασκευή εργαλείων για την χάραξη 
των κωνικών τομώὠν. Τα τέσσερα πρώὠτα κεφάλαια του έργου ασχολούνται µε τον νοητικό 
σχεδιασμό καμπυλών. Σε αυτά τα θεωρητικά κεφάλαια, ο ναη 5εποοῖεη δείχνει ότι οι 
καμπύλες που παράγονται απὀ αφηρηµένως καθορισμένα όργανα και ικανοποιούν τις 
ιδιότητες που απέδειξε ο Απολλώνιος στο 1ο Βιβλίο του από τα “Κωνικά”, και ως εκ τούτου 
είναι κὠνικές τοµές µε την “Ελληνική έννοια”. Έτσι τα τέσσερα πρώὠτα θεωρητικά κεφάλαια 
της πραγµατείαςτου, χρησιμεύουν ως δικαιολόγηση των δέκα πιο πρακτικών κεφαλαίωνπου 
ακολουθούν. Αυτά τα κεφάλαια αφορούν την κατασκευή εργαλείων και τη χρήση τους, για 
την χάραξη κωνικών τομών. Ο ναη σεµοοῖΐεη δίνει λεπτομέρειες σχετικά µε τον τρόπο 
κατασκευής των οργάνων, το υλικό που πρέπει να χρησιµοποιηθεί και τον τρόπο µε τον 
οποίο µπορεί να οργανωθεί η “μεταφορά της κίνησης” απὀ το ένα µέρος του οργάνου στο 
άλλο. Η ίδια διχογνωµία µπορεί να φανεί στους τίτλουςτων κεφαλαίων και στα σχήματα και 
στις εικόνες που συνοδεύουν. Οι τίτλοι των θεωρητικών κεφαλαίων είναι του ακόλουθου 
τύπου: "Στις ελλείψεις που περιγράφονται απότις εµμπλεκόµενες κινήσεις", ενώ τα πρακτικά 
κεφάλαια φέρουν τίτλους όπως "Σχετικά µε τον τρόπο περιγραφής των ελλείψεων" 
(Ὀἱκςιεγηιυίς, 2011). Οι εικόνες που σχεδίασε για τα έργα του, επίσης δείχνουν τη διαφορά 
μεταξύ της νοητικής και της πρακτικής διαδικασίας του. Οι εικόνες των κινήσεων στα 
θεωρητικά κεφάλαια απεικονίζονται µε “στυλιζαρισμένο” τρόπο (εικόνα 3), ενώ στα 
κεφάλαια της κατασκευής οργάνων και χάραξης καμπυλών απεικονίζονται τα πραγματικά 


όργανα µε µικρά χέρια που δείχνουν τη λειτουργία αυτών των οργάνων {εικόνες 2 και 4). 


Οι επόμενες τρεις εικόνες είναι απὀ την πραγματεία του ΕΓάης ναη 5εποοῖεη µε τίτλο 
“Εχεγείϊταϊίοηες πιαϊηειιαϊίσας [ογί αμίπαιε” (Πέντε βιβλία μαθηματικών ασκήσεων) (1657) 


τις οποίες δηµοσεύουν οι ΕΓ8ηΚ ΙΙ. ονιαῖΖ ἆπα Νἱοῖοι |. Καϊζ (2011). 


Σύμφωνα µε τον τίτλο, αυτό το αντίγραφο ανήκε αρχικά στο ΙοΠ8πΠ Ημααε (1628-17048),ο 
οποίος ήταν συνεργάτης και Φοιτητής του ναη δεποοῖεη. Τα πέντε βιβλία αυτού του έργου 
περιείχαν τμήματα βασικής Αριθµητικής και Γεωμετρίας, απλές γεωμετρικές κατασκευές, 
προσπάθεια ανακατασκευής εργασιών του Απολλώνιου και κατασκευές κὠνικών τοµών. Ο 
ναη 5οεβοοῖεη συμπεριέλαβε επίσης ως παράρτημα ένα αρχικό κείµενο σχετικά µετην έννοια 
της Πιθανότητας, το οποίο γράφτηκε µετά από τον (ΠΓὶςίί8ϊαη Ηιγρεης (1629-1695], ο οποίος 
ήταν ένας από τους µαθητέςτου. Αυτή η συλλογή ήταν ένα απὀ τα έργα που μελετήθηκε και 
απότον |ςαας Νεννίοη (1643-1727) ενώ ήταν φοιτητής στο Πανεπιστήµιο του (απιργίαρε, και 


τον βοήθησε στην εισαγωγή του στα σύγχρονα Μαθηματικά της εποχής. 


(εικόνα 2) Οναπ 5εβοοῖεη επιδεικνύει τη χρήση συνδέσμων για την κατασκευή ελλείψεων. 
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(εικόνα 3) Στυλιζαρισµένη κατασκευή Υπερβολής (ΕΓ8ης ναη 5εμοοίεη, 1646). 
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(εικόνα 4) Μέθοδος για την παραγωγή µιας υπερβολής µε σχέδιο και κείµενο από τον τον ίδιοτον ΕΓάης5 


ναη 5εΠοοῖεη 


Οι Μαθηματικοί που κατανόησαν το πρόγραµµα του Καρτέσιου και το ανέπτυξαν 
αντιμετώπισαν διάφορες δυσκολίες. Μία από αυτές ήταν η πεποίθηση µιας συνεπούς 
διασύνδεσης μεταξύ της Άλγεβρας και της Γεωμετρίας η οποία υποκρύπτονταν από την 
προσέγγιση του Καρτέσιου. Αυτή κατά καιρούς αμφισβητήθηκε. Ένα τέτοιο παράδειγµα 
αμφισβήτησης βρίσκουµε στα σχόλια του Ννάη 5εμοοῖεη για τη Λατινική έκδοση της 
“σεοπιεϊτίε”. Αναφέρεται στο συμπέρασμα του Καρτέσιου ότι αν ένα πρόβλημα οδηγεί σε 
µια ανάγωγη εξίσωση τρίτου βαθμού, τότετο πρόβλημα είναι στερεό, δηλαδή δεν µπορεί να 
επιλυθεί µε ευθείες και κύκλους (Γκουντουβάς, 2009). Ο ϱΠηεϊςιί8η Ηιγρεης (1629-1695) 
συνεργάτης αλλά και µαθητήςτου ν8η 5εποοίεη, αμφισβήτησετον ισχυρισμό του Καρτέσιου 
επίλυσης του συγκεκριμένου προβλήματος. Ο ν8η δεποοίεη βεβαιώνει ότι πράγματι κάθε 
κατασκευαστικό πρόβλημα όπου δίνεται µια κωνική τοµή Και οδηγεί σε πολυωνυμική 
εξίσωση 3ου ή 4ου βαθμού, µπορεί να κατασκευαστεί µε την δοθείσα κωνική και ένα κύκλο 
και ως εκ τούτου το πρόβλημα θα μπορούσε να θεωρηθεί επίπεδο επειδή δίνεται η 
παραβολή. Όμως ο ν8η δεµοοϊίεη τελικά αποφάσισε να διατηρήσει την ταξινόμηση του 
Καρτέσιου µε βάση το βαθµό της εξίσωσης και Κάλεσε το πρόβλημα στερεό ενώ ο Ηιγρεης 


διατήρησετις αμφιβολίεςτου. 


Αρκετοί Μαθηματικοί αυτής της περιόδου χρησιμοποιούντην δοθείσα καμπύλη (παραβολή) 
για την κατασκευή στην προσπάθειάτους να κάνουν την άλλη κατασκευαστική καμπύλη όσο 
το δυνατόν πιο απλή (Γκουντουβάς, 2009). Ο Βειποιὶ και αρκετοί άλλοι Μαθηματικοί 
(Ναεννίοη, Εειπιβϊ) απέρριψαν την απαίτηση του Καρτέσιου πως ο βαθμός των 
κατασκευαστικών καμπυλών πρέπει πάντα να εἶναι ο μικρότερος δυνατός. Ο Καρτέσιος δεν 


είχε δώσει επιχειρήματα για να τεκμηριώσει γιατί ο βαθµόςτων κατασκευαστικὠν καμπυλών 
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θα πρέπει να είναι ο ελάχιστος δυνατός, ούτε είχε απαντήσει στο ερώτημα ποια καμπύλη 
πρέπει να επιλεγεί απὀ όλες του ίδιου βαθμού. Στις σημειώσεις του στην έκδοση του 1695 
της “ἀθοπιείγίε”, ο ΒεΓγποι[! σαφώς εκφράζειτην ενόχληση του γιατην σιωπή του Καρτέσιου 
για αυτά τα θέµατα. Έγραψε χαρακτηριστικά (Βος, 1984, σ. 365):”...αλλά όταν ρωτάμε για 
τους λόγουςτου ισχυρισμού, πλήρης σιγή...’.Η ενόχληση του ΒεΓποι[! είναι κατανοητή γιατί 
σε εκείνεςτις πρὠιμες εποχέςτης ανάπτυξηςτης κατασκευής των εξισώσεων, η ορθή επιλογή 
της καμπύλης ακόµη θεωρούνταν το κεντρικὀ πρόβλημα. Σε συνδυασμό µε αυτό το 
πρόβλημα συχνά βρίσκουμε αναφορές στις επιταγές του Πάππου για το ιδιαίτερο σφάλμα 
που διαπράττουν οι Μαθηματικοί που επιλύουν επίπεδα προβλήματα µε στερεά µέσα 


(Γκουντουβάς, 2009). 


Ο Ιςαας Ναννίοη (1643-1727) άσκησε κριτική και προσπάθησε να εργαστεί εναλλακτικά. Οι 
εργασίες του ασκούν την πιο συνεπή και οξεία κριτική στο πρόγραµµα του Καρτέσιου. Τα 
επιχειρήματα του Ναννίοη μπορούν να βρεθούν σετρία χειρόγραφα, (1665, 1670 και 1705) 
αδηµοσίευτα μέχρι πριν λίγο καιρό, και στο “Αγηηιεῖϊσα ἰ)πἰνειςαἰς” που δημοσιεύτηκε το 
1707, αλλά γράφτηκε το 1683-1684. Το χειρόγραφο του 1665 έχει τον τίτλο “Η θεωρία της 
κατασκευής των εξισώσεων”. Η εργασία είναι αξιοσημείωτη γιατί ο Ναννίοηπ βρήκε τα 
περισσότερα απὀ τα αποτελέσµατα που αργότερα βρέθηκαν από τους Γ6 | Ηίγ και 
Ι΄Ηορίϊαι. Ο Ναεννίοη αρχικά εξετάζειτην κατασκευή εξισώσεων μικρού βαθμού. Στη συνέχεια 
εξετάζειτην κατασκευή εξισώσεων αυθαίρετου βαθμού. Αναφέρει ο Νεννίοη στο παράρτηµα 
του έργου του “ΑαεαιαϊοΠιµπι εοηςϊγμοῖίο Ιἰπθαγίς” (Βος, 1984, σ. 363): “Πρόσφατα, οι 
Μαθηματικοί καλωσόρισαν στη Γεωμετρία ὀόλεςτις γραµµές που μπορούν να εκφραστούν µε 
εξισώσεις και όρισαν ότι οι κατασκευές θα πρέπει να πραγματοποιούνται µε καμπύλες 
ελάχιστου δυνατού βαθμού. Ο βαθµός προσφέρει µια καλή ταξινόμηση για τις καμπύλες 
καθ’ αυτές, αλλά ὀχι για τη χρήση τους σαν µέσα κατασκευής. Δεν εἶναι οι εξισώσεις των 
καμπυλών αλλά η περιγραφή τους που παράγει µια γεωμετρική καμπύλη. Ένας κύκλος είναι 
µια γεωμετρική καμπύλη ὀχι επειδή µπορεί να εκφραστεί µε την βοήθεια µιας εξίσωσης, 
αλλά γιατί η περιγραφή του έχει αξιωματικοποιηθείἰ. Δεν είναι η απλότητα της εξίσωσήςτου 
αλλά η ευκολία της περιγραφήςτου που πρωταρχικά καταδεικνύει ότι αυτή η γραµµή πρέπει 
να εισαχθεί σαν µέσο στην κατασκευή προβλημάτων. Εξάλλου, η εξίσωση της παραβολής 
είναι απλούστερη από του κύκλου αλλά επειδή η κατασκευή του κύκλου είναι απλούστερη 
απὀ της παραβολής δίνει στον κύκλο το προβάδισμα σαν µέσο κατασκευής. Ο κύκλος και οι 
κὠνικές τομές έχουν εξισώσεις ίδιου βαθμού, και όµως στην κατασκευή των προβλημάτων 
ένας κύκλος δεν κατατάσσεται στην ἴδια κατηγορία µε τις κωνικές, αλλά λόγω της 


απλούστερης περιγραφής του, κατατάσσεται στην ίδια κατηγορία µε την ευθεία γραµµή. 
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Κατά συνέπεια είναι αποδεκτό να κατασκευάσει κανείς µετη βοήθεια ενός κύκλου ότι µπορεί 
να κατασκευάσει µε ευθείες γραµµές, αλλά είναι απαράδεκτο να κατασκευάσει µε κωνικές 


τομές ότι µπορεί να κατασκευάσει µε κύκλο”. 


Εντούτοις, δεν χάθηκαν όλες οι μαθηματικές ιδέες που προέκυψαν απὀ τη θεωρία της 
κατασκευήςτων εξισώσεων, όταν το θέµα περιέπεσε σελήθη. Υπήρξε µία “κληρονόμος” που 
ονομάστηκε “αλγεβρική Γεωμετρία”, δηλαδή η µελέτη των αλγεβρικών Καμπυλών. Η 
κατασκευή γεωμµετρικώὠν προβλημάτων έδωσε το κίνητρο για τη γενική θεωρία των 
αλγεβρικών καμπυλών καιτων τοµώντους. Επίσης µία ακόµη κληρονομιά είναι η κατασκευή 
μηχανών και μηχανισμών χάραξης καμπυλών. Τα έργα του Νεννίοπ καιτου | αἰρπίζ στα τέλη 
του 17ου αιώνα ήταν µια συναρπαστική απόδειξη του βαθμού στον οποίο η Γεωμετρία και η 
συμβολική Άλγεβρα είναι συμβατά. Για παράδειγµα, ο γεωµετρικός ορισμός των "Τωπεϊῖοης 
οἱ α ευΓνθ" που δίνεται απὀ τον | εἰρηίζ (ΠΏεηηίς δι (οΠ/{ΘΥ, 1995) εξακολουθεί να είναι ένα 
πολύ χρήσιμο εργαλείο για την έρευνα, ακόµη και αν τείνει να θολώσει τη διαφορά μεταξύ 
των εξισώσεων καιτων συναρτήσεων. Είναι ένα εξαιρετικό παράδειγµα µιας χαμένης φάσης 
της ιστορίας των Μαθηματικών, Και µπορεί να προσφέρει µια ισχυρή εννοιολογική 
προσέγγιση στις καμπύλες. Παρέχει απλά και κομψά αποτελέσµατα στην αναλυτική 
Γεωμετρία, τα οποία συνήθως καθυστερούν μέχρι την διδασκαλία του Λογισμού και είναι 
ιδιαίτερα κατάλληλο για το περιβάλλον δυναμικής Γεωμετρίας που προκύπτει απὀ την 


χρήση μαθηματικών μηχανών αλλά ειδικών λογισμικών. 


Το 1877 9Α. Β. Κεπιρθ δημοσίευσε ένα μικρό βιβλίο: "Πώς να σχεδιάσετε µια ευθεία γραμμή: 
Μια διάλεξη για τους συνδέσμους”. Αναφέρθηκε στον «/. ΙΝαἲί (1736-1819) και στο έργο των 
1) δγΙνεςίει (1814-1897), Βἰεπαγα ποθεγῖς (1789-1864), ΡΙ 6ΠεΏγςΠεν (1821-1894), ΗαΓγγ Ηατί 
(1848-1920), ΑΝΗΙίαπι Κἰπράοη (ΟΙἰΠογα (1845-1879), )μίες Απίοίπε |ἰσσαίοιις (1822-1880), 
5ΑΠΙΗΕΙ Βορεγῖς (1827-1913) και Αγίπηιυιγ (8γἱ6γ (1821-1895). Αυτή η παράδοση βλέποντας 
καμπύλες ως αποτέλεσµα γεωμετρικών ενεργειών µπορεί να βρεθεί και σε έργα των 
Βοβε(να( (1602-1675), ΡαςεαΙ (1623-1662) και! αἰρηίΖζ (1646-1716). Οι μηχανικές συσκευές για 
την χάραξη των καμπυλών διαδραμάτισαν θεμελιώδη ρόλο στη δηµιουργία νέων 
συµβολικών γλωσσών (για παράδειγµα, στο λογισμό) και στην εδραίὠώση της βιωσιµότητάς 
τους. Οι εφαπτόµενες, τα εµβαδά και το µήκος του τόξου που σχετίζονται µε πολλές 
καμπύλες ήταν γνωστές προτού να γραφτούν οποιεσδήποτε αλγεβρικές εξισώσεις. Κρίσιμα 


πειράµατα που χρησιμοποιούν καμπύλες επέτρεψαν τον συντονισμό συντεταγμένων των 


3ῃµ αλγεβρική Γεωμετρία είναι ένας κλάδος των Μαθηματικών που ασχολείται µε την µελέτη των ριζών των πολυωνυµικών 
εξισώσεων. Η σύγχρονη αλγεβρική γεωμετρία βασίζεται σε πιο αφηρημένες τεχνικές της άλγεβρας, ιδιαίτερα στην 
Αντιµεταθετική Άλγεβρα µε τη γλώσσα και τα προβλήματα της Γεωμετρίας. 
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αλγεβρικών αναπαραστάσεων µε ανεξάρτητα βασικά αποτελέσµατα από τη γεωμετρία 


[Ώεηπίς, 1995]. 


Ο ΕιἰεΓπου εργάστηκε στον δέκατο όγδοο αιώνα δια µέσου µιας επιστηµολογίας πολλαπλών 
αναπαραστάσεων, πέτυχε πολύ εξελιγμένα αποτελέσµατα στην ανάλυση και τις διαφορικές 
εξισώσεις που αποτελούν σήµερα τη βάση πολλών προηγμένων μηχανολογικών 
μαθηματικών (εηρἰπεθιίηςρ πιαϊηεπ]αϊίος). Η εμπειρική προσέγγισή του κατά καιρούς 
οδηγούσε σε παράδοξα, αλλά συνέχισε να πειραματίζεται εμπειρικά μέχρις ότου φτάσει σε 
µια μέθοδο που είχε νόηµα στο πλαίσιο του περιβάλλοντος στο οποίο εργάστηκε (Εµ[εη, 


19898). 


Η πρώτη αρχή της καρτεσιανής Φιλοσοφίας είναι ότι όλες οι βάσιµες πνευματικές 
πεποιθήσεις αρχίζουν µε βαθιά αμφιβολία (ΒΏεςεαγίες, 1989). Σκοπός αυτής της εργασίας 
είναι να υποδείξει τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές θα μπορούσαν να έχουν την ευκαιρία 
να βιώσουν αυτή την αμφιβολία µέσω της αλληλεπίδρασης των Φυσικών και γλωσσικών 
δραστηριοτήτων και στη συνέχεια να ξεπεράσουν αυτή την αμφιβολία. προχωρώνταςσε µια 


εμπειρία πεποίθησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο: “Η έννοιατης Παραβολής” 

2.1. Γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς της Παραβολής 

Στο ΧΙ Βιβλίοτου Ευκλείδη µετους ορισμούς 18, 19, 20 ἐχει ορισθεί ο ορθός Κώνος, ο άξονάς 
και η βάση του. Στη θεωρία του Μέναιχµου (4ος αι. π.Χ.) οι κὠώνοι είναι ορθοί, και 
λαμβάνονται µε περιστροφή ενός ορθογώνιου τριγώνου (σχήμα 8) γύρω απότην µία κάθετη 
πλευράτου. Στη συνέχειατέµνονται (σχήμα 9) από επίπεδα κάθετα σε µία γεννέτειρα (Ηεαίῃ, 
2001). Είναι βέβαια άγνωστο πως ο Μέναιχµος συνέλαβε την ιδέα να τµήσει κώνους, αν και 
σύμφωνα µε τον Ευκλείδη, την πέτρα που στερέωνε την κεντρική πόρτα των κατοικιών την 
καλούσαν “θυρεό” και είχε ελλειπτικό σχήµα. Εάν η πλευρά του ορθογωνίου τριγώνου η 
οποία παραμένει σταθερή είναι ίση µε την άλλη πλευρά της ορθής γωνίας, ορίζεται ως 
“ορθογώνιος”. Εάν είναι µεγαλύτερη απὀ την άλλη πλευρά της ορθής γωνίας ο κώνος 


ορίζεται ως “οξυγώνιος” και εάν είναι μικρότερη τότε ο κὠνος ορίζεται ὡς “αμβλυγώνιος”. 


(σχήμα 5) 


Η χαρακτηριστική ιδιότητα των σηµείων της κωνικής τοµής υποδεικνύεται µε τον όρο 


"σύμπτωμα". Ορίζεται ὡς αξονικό τρίγωνο εκείνο το ισοσκελές τρίγωνο που έχει ως 


(σχήμα ϐ) 
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κορυφή την κορυφή του κώνου και ως βάση τυχαία διάµετροτης κυκλικής βάσης του κώνου. 
Θεωρώντας στην συνέχεια επίπεδο το οποίο τέμνει καθέτως µία από τις δύο ίσες πλευρές 
του αξονικού τριγώνου (επομένως και το επίπεδο του αξονικού τριγώνου) σε σηµείο Κ 
(σχήμα 6). Ορίζουµε την ευθεία που προκύπτει από την τοµή του τέµνοντος επιπέδου µε το 
επίπεδο της κυκλικής βάσης του κώνου και δημιουργείται η χορδή ΓΔ η οποία εἶναι κάθετη 
µε την διάµετρο ΑΒ (επειδή η δίεδρη γωνία που δημιουργείται από το τἐμνον επίπεδο και 
απότο επίπεδο τηςβάσηςτου κώνου, τέµνεται κάθετα απότο αξονικό επίπεδο και προκύπτει 
πως η αντίστοιχη επίπεδος γωνία της δίεδρης είναι η ΑΜΚ Και επομένως οι πλευρέςτης είναι 


κάθετες µετην ακµή ΔΓ). 


Γ 
(σχήμα 7) 

Στο επίπεδο της βάσης του κώνου (σχήµα 7) λόγω σοµοιότητας ορθογωνίων τριγώνων, ισχύει 

η µετρική σχέση που αφορά το ύψος ΓΜ προςτην υποτείνουσα ΑΒ: ΓΜΖ - ΜΑ: ΜΒ(1). Στο 

επίπεδο του αξονικού (ορθογωνίου και ισοσκελούς) τριγώνου ΣΑΒ (σχήµα 8), τα τρίγωνα 


ΑΚΜ και ΣΟ'Κ είναι όµοια ὡς ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα. 


-ἃ-. ντ ο 


[ο 
(σχήμα 8) 


Από το σηµείο Κ του αξονικού τριγώνου ΣΑΒ, έχει χαραχθεί ΚΛ//ΑΒ, Και από το 


παραλληλόγραμμο ΚΛΒΜ έχουµε ΚΛΞ ΜΒ. Στη συνέχεια απὀ την ομοιότητα των τριγώνων 


᾿ ΑΜ σ.σ 2σκ 2:σκ 
ΑΚΜ ΚαιΣΟΚπροκύπτει --ΞἜσ Ξξπς-- 


ΑΘ ΜΑ:ΜΒ -- ΜΚ:2.:Σκ. 
ΜΚ ΚΟ ΚΛ ΜΒ 
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Σε συνδυασμό µετην σχέση (1) έχουµε ΓΜΖ -- ΜΚ: 2: ΣΚ το οποίο είναι ισοδύναμο µε την 


2 
σχέση το Ξ- 2. ΣΚ(2). Θεωρώνταςτυχαίο σηµείο Γ'της καμπύλης ΓΚΔ (σχήµα 9], µετον ίδιο 


ΓΜ2 
τρόπο αποδεικνύεται ότι σπα ο 2 ΣΚ(3) καιΓΜ’2 - Μ΄Α’. Μ'Β’΄(4). Εάν ορίσουµε ως χ 
και ψΨ τα µήκη των τμημάτων Γ'Μ' και Μ'Κ καθώς καιτην παράµετροτης κατασκευής (ΣΚ) ως 
2 
ῥρ, τότε η προηγούµενη σχέση γίνεται:”ς Ξ 2ρ «9 χ2 - 2ρψ(5). Επομένως είναι εµφανέςπως 


η τετραγωνική συνάρτηση είναι εγγενώς συνδεδεμένη µε την Παραβολή. 


ο 
Ἑ-“"---ααω 


- Λη 
-.-.. 
;-ρνᾶ . 


[ό 
Φ 
τν, 


5 
δ- ---.---α 
--ὴῇὴ 


ο 


-- 
πακ... [0) 
.α-α 


αὰ 
τν 


. 
μ. 
ο 
--- 


(σχήμα 9) 


Έστω το τυχαίο σηµείο Γ' της καμπύλης ΓΚΔ (σχήµα 9): 

(α) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΣΛ προκύπτει: ΚΛΞ- ΚΣνΖ 5 ΚΛΞ ϱν2. 

(β) Επίσης από τα παραλληλόγραμμα ΚΛΒΜ και ΚΛΒ'Μ' προκύπτει ΚΛΞΞ ΜΒ -- Μ΄Β’- ϱν2 
(γ) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΑ'Μ' όπου ορίσαµε Μ'ΚΞψ, προκύπτει ότι Α’Μ΄ -- Ψν2. 
Τελικά από την σχέση (4) προκύπτει πωςχ2 Ξ- Ψψν2:ρν2 «9χξ - 2)ρψ, (5). 


Στη συνέχεια θα εξετάσουµετην ειδική περίπτωση που για το τυχαίο σηµείο Γ'της καμπύλης 
ΓΚΔ (σχήμα13) ισχύειχΞ ψ 35 χξ Ξ 2Ρχ35 χίχ-- 2/) Ξ 0.Σε αυτήτην περίπτωση υπάρχουν 


δύο σηµεία µε αυτήν την ιδιότητα, το Κ και σηµείο Γ'το οποίο έχει απόσταση: 
(ΓΜΑ Ξ 25 (ΓΜ’) Ξ(Μ/Κ) Ξ2Ρ. 
Στην συνέχεια διχοτοµώντας (µέσω της µεσοκαθέτου της) το τµήµα Γ'Μ', αυτή τέμνει την 


καμπύλη σε σηµείο Υ τέτοιο ώστε να απέχει απὀ το ΚΜ απόσταση ΥΕ - ῥρ (σχήµα10). Από 


την σχέση χ2 Ξ- 2ΡΨ, προκύπτειπως ΕΚΞ ρ/2. 
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Επιλέγοντας στη συνέχεια τυχαία σηµείο Ω επἰ της καμπύλης ΓΚΔ θα υπολογισθεί η 


απὀστασήτου απότο Ε. 


(σχήμα 10) 


Στοτρίγωνο ΩΕΧ εφαρµόζονταςτο Πυθαγόρειο θεώρηµα προκύπτει: 


2 
οξξ - αχξ «χεξ -» ϱεξ --χὸε(κκ-- εκ --χε(ψ --5) 3 ΩΕ2 -χΣ - ψ2 -- ϱρψ -ε 


2 
μας η () μπω «ο ος αρχ) αχ) 2ρ2χ7 αρ 
4 4 42 42 2Ρ 4Ρ2 42 


χ Ε2Ρ2χ2 ρ4 - (2 ερ2)” - ο 


2 2 2 
ΚΕ ως Όι, Ρ -- Ρ 
4Ρ2 (2)2 ο) ση 2) 2 Τσ οσο. εν 


Ρ Ρ 


Τελικά προκύπτει πως για κάθε τυχαίο σηµείο Ω της καμπύλης ΓΚΔ ισχύει η σχέση: 
ΩΕ-ψ-- : Ξ Χκ -- δηλαδή το Ω ισαπέχει από το Ε και από µία “νοητή” ευθεία (δ) που 
βρίσκεται στο επίπεδο της καμπύλης (τἐμνον επίπεδο) , σε απόσταση ΚΖ -5 από την 


κορυφή Κτης παραβολής αυτής και είναι κάθετη στην ευθεία ΚΜ. Η ευθεία αυτή ονομάζεται 
“διευθετούσα” της παραβολής καιτο σηµείο Ε “Εστία” της παραβολής (όνοµα το οποίο είχε 


για τους Έλληνες συμβολική σημασία). 


Αξίζει να σημειωθεί ότι σύµφωνα µε τον Πρόκλο ο Μέναιχµος δεν συμφωνούσε µε την 
διάκριση μεταξύ θεωρηµάτων και προβλημάτων (Ηθαίῃ, 2001). Τα θεωρούσε όλα ως 


προβλήματα μολονότι αναφέρονταν σε διαφορετικές κατευθύνσεις. Επίσης εξέτασε το 
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σηµαντικό ερώτημα της µετατρεψιµότητας των θεωρηµάτων και των αναγκαίων (για την 


μετατρεψιµότητα) συνθηκών. 


Ο Απολλώνιος (3ος αι. π.Χ.) στη συνέχεια χρησιμοποίησε έναν τυχαίο ορθό ή πλάγιο κώνο 
για να ορίσει όλες τις κωνικές τοµές. Το τέµνον επίπεδο και το επίπεδο βάσης του κώνου 
τέμνονται κατά µήκος µίας ευθείας γραµµής κάθετης προς τη βάση του αξονικού τριγώνου. 


Η κλίση του τέµνοντος επιπέδου καθορίζειτον τύπο της κωνικής τοµής (Ηείρειβρ, 1891 -3). 


(σχήμα 11) 


Με απλά λόγια, όταν το επίπεδο τοµής συναντά καιτις δύο γενέτειρες που είναι και πλευρές 
του αξονικού τριγώνου τότε ορίζεται Έλλειψη (σχήµα 11), και όταν το τέἐμνον επἰπεδοτέµνει 
µία πλευρά του αξονικού τριγώνου παράλληλα προςτον άξονα καιτην προέκτασήτου, τότε 


ορίζεται Υπερβολή (σχήµα 12). 


(σχήµα 12) 
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Η Παραβολή ορίζεται όταν το επίπεδο τοµής τέμνει την µία πλευρά του αξονικού τριγώνου 


παραλλήλως µετην άλλη πλευρά του (σχήµα 13). 


(σχήμα 13) 


Και για τους δύο Γεωμέτρες (Μέναιχµος και Απολλώνιος) παρατηρείται µια “χωρική γένεση” 
των τριών επίπεδων καμπυλών ὀπου στην πρώτη περίπτωση η παραγωγή των τριών 
διαφορετικών κωὠωνικών τομών προέρχεται απὀ τον ίδιο τρόπο τοµής τριών διακεκριμένων 
ορθών κώνων όπου η γωνία της κορυφής των κώνων καθορίζει τον τύπο της κωνικής τοµής, 
ενώ στην δεύτερη περίπτωση η κάθε καμπύλη παράγεται ξεκινώντας απὀ ένα µόνο ορθό ή 


πλάγιο κὠνο, ὀπου η κλίση του επιπέδου τοµής καθορίζει τον τύπο της κωνικής τοµής. 


Συγκεκριµένα, σε τυχαίο ορθό Κώνο µε κορυφή Σ και βάση κύκλο (Ο,0Α) φέρουμε την 
διάµετρο ΑΒ και ορίζεται το ισοσκελές τρίγωνο ΣΑΒ. Θεωρούμε τυχαίο σηµείο Κ πάνω στην 
γενέτειρα ΣΑ και φέρουμε από το Κ µία ηµιευθεία παράλληλη µε την πλευρά ΣΒ, η οποία 
τέμνει την βάση ΑΒ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΣΒ σε σηµείο Μ (σχήµα 16). Φέρουμε στη 
συνέχεια χορδή ΓΔ κάθετη µε την διάµετρο ΑΒ στο σηµείο Μ, και ορίζεται το επίπεδο των 
σημείων Κ, Γκαι Δτο οποίο είναι παράλληλο προςτην γεννέτειρα ΣΒ λόγω της παραλληλίας 
των ΚΜ και ΣΒ. Το επίπεδο αυτό τέμνει την παράπλευρη επιφάνεια του κώνου και ορίζεται 
µία καμπύλη ΓΚΔ η οποία ονομάζεται Παραβολή. Επισημαίνεται πως υπάρχει µόνο µία 
περίπτωση παραλλήλου επιπέδου από το Κ µε την γεννέτειρα ΣΒ, και όλες οι υπόλοιπες 
περιπτώσεις µη παραλλήλων επιπέδων από το Κ δημιουργούν Ελλείψεις ή Υπερβολές όταν 
οι γωνίες ΑΚΜ είναι μεγαλύτερες ή μικρότερες από την γωνία ΑΣΒ του ισοσκελούς τριγώνου 
ΑΣΒ. Επίσης φέροντας επίπεδο παράλληλο µε την κυκλική βάση του κώνου (σχήµα 14) 


προκύπτουν : 


(α) Ο κύκλος (Ο’, Ο’Β’). 
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(β) Η διάµετρος Α΄Β΄ η οποία βρίσκεται στο επίπεδο του αξονικού τριγώνου ΑΣΒ και είναι 


παράλληλη µε την διάµετρο ΑΒ. 


(γ) Η χορδή Γ΄Δ΄ που αποτελεί την τοµή του κυκλικού δίσκου (Ο’, 0΄Β’) και του επίπεδου 


χωρίου ΓΚΔ, και είναι παράλληλη µε την χορδή ΓΔ. 


(ε) Το σηµείο Μ΄’ επί της ΚΜ το οποίο είναι µέσον την χορδής Α΄Β΄ λόγω του ότι είναι χορδή 


κάθετη µε την διάµετρο Α΄Β’. 
(στ) Τα ίσα ευθύγραμμα τµήµατα ΜΒ και Μ΄Β΄ απὀ το παραλληλόγραμμο ΜΜ΄Β΄’Β. 
Απότην “δύναμη σημείου ως προς κύκλο” στους δύο προηγούμενους παράλληλους κύκλους 
προκύπτουν οι σχέσεις: 
Μ΄’ .ΜΔ'- Μ΄; - Μ'Α’'.ΜΒ΄(Ί), ΜΓ:.ΜΔ-- ΜΙ2Ζ- ΜΑ: ΜΒ (2) 


ΜΓ ΜΑΜΒ ΜΑ 


Διαιρώνταςτις σχέσεις αυτές κατά µέλη προκύπτει: ο Ξ Ξ- 
ρ στις σχ ς ς μελη πρ 2 ΜΑ ΜΕ’ ποτ 


Λόγω της παραλληλίας των Α΄Μ΄ και ΑΜ, καθώς και της παραλληλίας των ΚΜ και ΣΒ τα 
τρίγωνα ΚΜΑ και Κ'Μ'Α' είναι ισοσκελή και όµοια μεταξύτους, Και προκύπτει η αναλογία: 


ΚΑ ΜΑ κΜ Μι κΜ 
“2 κΜ΄ 


πι ------ Ξ- ------- (4). Συνδυάζοντα ἐσεις (3) και (4 οκύπτειπω 
ος της πο υνδυάζοντας τις σχέσεις (3) και (4) προκύπτει π πρ 


και μπορεί να διατυπωθείτο επόμενο θεώρημα: 


Θεώρημα 1. Εάν τµηθεί ένας ορθός κώνος από ένα επίπεδο παράλληλο προς τυχαία 
γενέτειρά του (σχήµα 14), τότε στην Παραβολή που προκύπτει τα τετράγωνα των 
αποστάσεων δύο σημείων της απὀ τον ἀξονά συμμετρίας της θα είναι ανάλογα µε τις 


αποστάσεις των ορθώὠν προβολών τους (προςτον άξονα) από την κορυφή της Παραβολής. 


Αντιστρόφως, σε έναν ορθό κὠνο κορυφής Στον οποίο ένα επίπεδο τον τέμνει σε σηµείο Κ 
της γενέτειρας ΣΑ, και δημιουργείται στην παράπλευρη επιφάνεια µία καμπύλη της οποίας 


ΜΓ2 ΚΜ 


ια δύο οποιαδήποτε σηµείατης Γ και [’, ισχύει; ---ο Ξ -τ--- 
γ ἠ ηµ ης σχ 2 πι 
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(σχήμα 14) 


όπου τα σηµεία Μ και Μ είναι οι ορθές προβολές των Γ και Γ' πάνω στην ευθεία που 
δημιουργείται απὀ την τοµή του επιπέδου του αξονικού τριγώνου ΣΑΒ και του επιπέδου 
τοµής ΚΓΔ (δηλαδή η ευθεία ΚΜ). Φέροντας τώρατα επίπεδα που διέρχονται απὀ τα τυχαία 
σηµεία Γ και Γ΄ και είναι κάθετα µε τον άξονα ΣΟ του κώνου, αυτά τα επίπεδα οφείλουν να 
περιέχουν τις ορθές προβολές Μ και Μ΄ των Γ και Γ΄ (αντιστοίχως) επειδή ΑΒ και Α'Β' κάθετα 
στις χορδές ΓΔ και Γ'Δ' (εκ κατασκευής) καθώς επίσης ΤΟ και ΤΟ' κάθετα µετις διαµέτρους 
ΑΒ και Α'Β', οπότε απὀ το Θεώρημα των “τριών καθέτων” προκύπτει ότι ΓΔ και Γ'Δ' είναι 
επίσης κάθετα µετΤΜ και ΤΜ'. Εποµένωςτα µέσατων χορδών ΓΔκαι Γ'Δ' είναι καιοιπροβολές 
των τυχαίων σημείων Γ και Γ' της καμπύλης και συνεπώς οι προβολές των Π, Γ' στην ευθεία 
που προκύπτει απὀ την τοµή του αξονικού επιπέδου και του τέµνοντος επιπέδου, ανήκουν 


στα επίπεδα που περνούν απότα ἵ[ και Γ΄ και είναι κάθετα στον άξονα του κώνου (σχήμα 14). 


Από τα όμοια τρίγωνα ΑΜΙΚ και Α΄Μ΄Κ΄ που προκύπτουν λόγω της παραλληλίας των ΑΒ και 


ΚΑ ΜΑ ΚΜ 
Α΄Β΄ έχουµε: α- Ξ- πο Ξ- τη και από την “δύναμη σημείου ως προς κύκλο” προκύπτουν 


οι σχέσεις: ΜΓ: ΜΔ-- ΜΙΖ-- ΜΑ: ΜΒ και Μ΄Γ:Μ΄Δ'- Μ'Γ2- Μ'Α΄. ΜΒ’. 


Συνδυάζοντας αυτά που προέκυψαν και την υπόθεση, έχουµε: 
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ΜΑ-ΜΒ ΜΓ2 ΚΜ ΜΑ ΜΒ ο | : ; 
τπτ Ξ το ττΞ - -τΞξ 195 λΜΒΞ Μ΄Β᾽. Εποµένωςτα ίσα τµήµατα ΜΒ 
Μ'Α΄ΜΗ΄ ΜΤ ΚΜ΄ ΜΑ Μ΄Β 


και Μ΄Β΄ ανήκουν στα παράλληλα επίπεδα των δύο παραλλήλων κύκλων καθώς επίσης 
ανήκουν και στο επίπεδο του τριγώνου ΣΑΒ και συνεπώς είναι και παράλληλα μεταξύ τους. 
Τελικά το τετράπλευρο ΜΜ΄Β΄Β εἶναι παραλληλόγραμμο (ΜΒΞ//Μ΄’Β΄’) και έχουµε 
ΜΙΜΙ΄//ΒΒ΄, δηλαδή το επίπεδο τοµής είναι παράλληλο προς την γενέτειρα Σβ (και πλευρά 
του αξονικού τριγώνου ΣΑΒ), και η καμπύλη που δημιουργήθηκε είναι Παραβολή σύμφωνα 


µετον ορισμό του Απολλώνιου. 


Θεώρημα 2: Αν τµήσουµε έναν κώνο µε ένα επίπεδο παράλληλο προς µια γενέτειρα του, 
τότε στην προκύπτουσα κωνική τοµή, το τετράγωνο πλευράς ίσης µε την απόσταση ΓΜ ενός 
σημείου της Γ από τον ἀξονά της, θα είναι ισοδύναμο µε το ορθογώνιο που έχει τη µία του 


πλευρά ίση µετο ΚΜ (την απὀόστασητης προβολήςτου σημείου Γ στον άξονα απότην κορυφή 


2 


ΑΒ 
της Κ) και την άλλη ίση µετο τµήµα ΧΞ ΣΚ: σι 


(σχήμα 15) 


Απόδειξη 


Φέρονταςτο τµήµα ΚΛ παράλληλα στο Αβίσχήµα 18), τα ισοσκελή τρίγωνα ΣΑΒ, ΚΑΜ και 
ΣΚΛ είναι όμοια μεταξύ τους. Επίσης απὀ το παραλληλόγραμμο ΚΛΒΜΙ, τα τµήµατα ΚΛ και 


; . : ΣΚ ΣΑ κΑ ΣΚ κα Μκ σκκ νκ 
ΜΒ ισούνται. Επομενωςπροκύπτει: -Ξ--Ξ--ςτ τς τς τς ττ 
ΚΑ ΑΒ ΜΑ ΜΒ ΜΑ ΜΑ ΜΒ ΜΑ 


ΣΚ.1 ΜΚ.1 Σκ ΜΚ Σκ ΜΚ ΜΑΖ2 ΜΑΖ2 
Ξ- ος Ξὸ τον Ξ «τες ---σΞ τσ ΜΓΣ Ξ ΣΚ------Ξ ΣΚ-:--: ΜΚ35 
ΜΒ.ΜΑ ΜΑ ΜΒ.ΜΑ ΜΑ ΜΓ ΜΑ Μκ ΜΚ 
ΜΙ2 ΜΑ2 ΜΙ2 ΑΒΖ ΑΡΒΖ 
πο ΣΚ ο ΣΚ:τεσ ΜΓΣ -- Μκ. (σκ-τ) 
Μκ ΜΚ Μκ ΣΒ ΣΒ 
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Θεωρώνταςτο τµήµα ΣΚ ως µία παράµετροτης συγκεκριμένης κατασκευής, η ποσότητα 


Αβ2 
Σ82 


2 
λξσκ είναι γεωμµετρικώς κατασκευάσιµη ως εξής:λΞ ΣΚ: 9λ' το Ξ ΑΒ2 και 


ΑΒ 
σβ2’ 

; Σβ2 2 : ῃ ͵ ο ' 
θέτονταςκ«Ξ σον ΣΒ6 Ξκ:ΣΚ, μπορούμε µε΄κανόνα και διαβήτη” να κατασκευάσουµε 


τοτµήµα Κ κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Θαλή. Στη συνέχεια, γνωρίζονταςτο κ, έχουµε 


ι --- ; : ͵ - ΑΡ2 
την σχέση κ:λΞξ ΑΒ΄ μπορούμε να κατασκευάσουµε καιτην ποσότητα λξσΣκ: στ µετον 
ίδιο τρόπο. 
Παρατηρήσεις 


α) Το 25 Θεώρημα ο Απολλώνιος στα “Κωνικά” του το χρησιμοποίησε ως ορισμό της 
2 
παραβολής και το τµήµα 1 ΣΚ-ση το ονόμασε “ορθία πλευρά” ή “ορθία” ἡ 


“παράμετρος των τεταγμένων” και αργότερα αποδόθηκε µε λατινικούς όρους ως “Ίαΐϊμς 


γδοῖμπι” (Ηθαίῃ, 2001). 


β) Εάν η γωνία Σ του αξονικού τριγώνου ΑΣΒ είναι 905, τότε στο ορθογώνιο και ισοσκελές 


τρίγωνο ΣΑΒ έχουµε ο Ξ νε Ξ- ψ2. Επομένως η “ορθία” ισούταιµελ - ΣΚ: 


σα. 
Σσβ - 

2 2 
Ξσκ. (9) Ξσκ. (ν2) Ξ-2.ΣΚΞ- 2)Ρ 35 ΣΚ -Ξ Ρ,όπουρη απόστασητης κορυφής απότο 
σηµείο τοµής της γενέτειρας και του τἐµνοντος επιπέδου, Και έχουµε την περίπτωση της 
“ορθοτόμου” σύμφωνα µε την κατασκευή του Μέναιχµου, διότι επιπλέον το επίπεδο ΓΚΔ 


τέμνει κάθετα την γενέτειρα ΣΑ λόγω της παραλληλίας της µε την Σβ. 


2 2 
γ) Τελικά απεδείχθη ότι το Ξσκ. τν Ξλ όπου η παράμετρος λ της Παραβολής είναι 


κατασκευάσιµη µε κανόνα και διαβήτη. Ορίζοντας χΞΞ (Μ/) και ψ -- (ΜΚ), η προηγούµενη 


2 2 
σχέση παίρνειτην µορφή . ΞΣσκ.: . Ξλ35 χ2Ξ λψ καιπροκύπτει πάλι ότιη τετραγωνική 


συνάρτηση είναι εγγενώς συνδεδεμένη µε την Παραβολή. 

ὃ) Επίσης, έχοντας ήδη αναδειχθεί η ύπαρξη της “Εστίας” και της “διευθετούσας” µιας 
Παραβολής στην περίπτωση της “Ορθοτόμου” καθώς και ο τρόπος κατασκευής τους, στην 
περίπτωση της Παραβολής µε τον ορισμό του Απολλώνιου ισχύουν ακριβώς τα ίδια αρκεί 


πρὠτα να κατασκευαστεί γεωμετρικά η “ορθία” µετον τρόπο που παρουσιάστηκε. 


Στη συνέχεια θα διατυπωθεί και θα αποδειχθεί ένας ισοδύναμος ορισµόςτης Παραβολής: 
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Θεώρημα 3: Όταν δοθεί µια σταθερή ευθεία (δ) και ένα σταθερό σηµείο Μ, ο γεωμετρικός 
τόπος των σημείων που απέχουν εξ ίσου από την ευθεία και το σταθερό σηµείο είναι 


Παραβολή. 
Απόδειξη 


Μεταφερόµενοι στο επίπεδο της παραβολής, θεωρούμε τον ἀξονά της (ε) και την “ορθία” 
τηςλ ΑΚ (σχήµα 19). Από το 25 Θεώρημα, για τυχαίο σηµείο Μ της παραβολής, για την 


κορυφή της Α καιγια την προβολή Γ του Μ στον άξονα αυτής, θα ισχύει ΜΓ2 - ΑΓ:λ. 


(σχήμα 16) 


Έστωτα σηµεία Ο και ξΕ επίτου άξονα (ε) και εκατέρωθεν της κορυφής Α, ἐτσι ώστε να ισχύει 
ΑΕΞΑΟΞ - λ καιη ευθεία (δ) κάθετη στην (ε) στο σηµείο Ο. Φέρονταςτην απόσταση ΜΒ 
του Μ από την ευθεία (5) και το τµήµα ΕΜ, από Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΕΜΓ 


προκύπτει: ΕΜΖ - ΜΙΓ2 -- ΕΓΖ - ΑΓ:λ-- ΕΓ2. Η σχέση αυτή σε όρους του ΟΓ και του λ 
ίνεται: ΕΜΖ --(οΓ- 1). -ᾱ)΄ Ξογ.λ---ς ο ὰ---ογ.λ- οι 
γίνεται: ΕΜΖ --(οΓ--2)λ-ε{ογ--2)΄ -ογ.λ-- οι -ογ-λ-- οἱ”. 

Ο πρὠτος καιτελευταίος όροςτης εξασφαλίζουν ότι ΕΜ -- ΟΓ Ξ ΜΒ. 


Αντιστρόφως, εάν για το σηµείο Μ του επιπέδου (σχήμα 146) ισχύει ΕΜΙΞΜΙΒ όπου ΜΒ είναι η 


απόσταση του Μ απότην ευθεία (δ), από το Πυθαγόρειο θεώρημα προκύπτει: 
ΜΙ2 -- ΜΕΣ -- εΓ2 -- ΜΒ2 --Ε[2. Αφού ΜΒ -- ΟΓ -- ΑΓ κά καιξί -- ΑΓ -- ν τότε: 


2 2 ο 2 
Μι -- (Αι 1:3) (αι --ᾱ) Ξ Αγ -ἰ Έτε-- ΑΣ 1 


π 2 α 
--ᾱΞ2. ΞΑΓ.λ5 
2 


2 16 2 


2 
. Ξ λ. Η τελευταία σχέση όµως υποστηρίζει, σύµφωνα µετο Θεώρημα 1, ότιτο σηµείο Μ 


υπ, 


είναι σηµείο της παραβολής µε κορυφή το Α και µετην “ορθία” της ίση µελ. 
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Πόρισμα: Με βάση τον ισοδύναμο ορισμό της Παραβολής, ο οποίος προκύπτει από το 3” 
Θεώρημα και “αποδεσμεύει” την έννοια της ιδιαίτερης αυτής καμπύλης από τον δεσµό της 
µε τον Κώνο, θα γίνει προσπάθεια για την κατασκευή της, αλλά και για την ακριβή χάραξή 
της. Τυχαίο σηµείο Σ της διευθετούσας το συνδέουµε µε την Εστία του. Στη συνέχεια 
φέρουμε την µεσοκάθετο του ΣΕ και φέρουμε την κάθετη ευθεία (ε) στην διευθετούσα στο 
σηµείο Σ αυτής. Το σηµείο τοµής Γ της (ε) και της µεσοκαθέτου ΓΜ είναι σηµείο της 
Παραβολής. Παίρνοντας αρκετά σηµεία Σ της διευθετούσας και ακολουθώντας την ίδια 


διαδικασία έχουµε προςτο παρόν, µία “σηµείο προς σηµείο” χάραξη της. 


(σχήµα 17) 


Στην συνέχεια θα παρουσιασθούν 21 προτάσεις για την Παραβολή, µερικές εκτων οποίων 
αντιστρέφονται ή δύνανται να αντιστραφούν, στηριζόµενος αρχικά στους Τζούμα (2009), 
Παναγιωτόπουλο Σ. δι Τζούµα Μ. (2010), Τζούµα (2011) και Βἰεπηιοπά, Β., δι Βἰεππιοπά, Τ. 
(2009). 


Πρόταση 1: Με τον προηγούμενο τρόπο κατασκευής της Παραβολής, η µεσοκάθετος του 


τμήματος ΣΕ, είναι και εφαπτόµενη ευθεία στο σηµείο Γτης Παραβολής. 
Απόδειξη 


Το σηµείο Γ ανήκει στην Παραβολή αλλά και στην µεσοκάθετο του εκάστοτετµήµατος ΣΕ. 
Εάν υπάρχει ακόµη ένα σηµείο Ν της µεσοκάθετης που ανήκει στην Παραβολή, τότε ως 
σηµείοτης παραβολής θα ισχύει ΝΕΞΝΝΙ. Επίσης, αφού το Ν ανήκει στη µεσοκάθετη, έχουµε 
ότι ΝΕΞΝΣ, προκύπτει λοιπόν ότι ΝΣΞΝΝΙ, δηλαδή ότι ένα πλάγιο τµήµα είναι ίσο µε την 


απόσταση, που είναι άτοπο. Επίσης µε τον ίδιο τρόπο κατασκευής σημείων της παραβολής 
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και επιλέγοντας ένα σηµείο Σι της διευθετούσας (σε “μεγαλύτερο ύψος” από το Σ), αυτό 


βρίσκεται στο δεξιά ηµιεπίπεδο της µεσοκάθετης του τµήµατος ΣΕ (σχήμα 18). 


Πράγματι, φέροντας την κάθετη της (ὃ) στο Σι καιτην µεσοκάθετη του ΣΙΕ η οποία τέµνειτην 
καμπύλη σε σηµείο Ζτο οποίο βρίσκεται “υψηλότερα” απότο [, ο κύκλος (Ζ, ΖΣι) περνά απὀ 
τοξΕ, τέμνει εσωτερικά το ΣΕ (στο Ν) και εφάπτεται της (δ) στο Σι. Έστω η µεσοκάθετη (2) του 
ΝΕ και είναι Φανερό ότι το µέσον Θ του ΝΕ βρίσκεται δεξιά του µέσου Μ του ΣΕ. Άρα η (Ὁ 
που είναι παράλληλη µε την {ε) θα βρίσκεται δεξιά της (ε) και το (τυχαίο) σηµείο Ζ της 
Παραβολής θα βρίσκεται στο δεξιά ηµιεπίπεδο της (ε). Άρα η µεσοκάθετη {ε) του ΣΕ δεν έχει 


άλλα κοινά σηµεία µε την Παραβολή εκτός απὀ το Γ και όπως αυτό κατασκευάστηκε. 


(σχήμα 18) 


Πρόταση 2: Η εφαπτόµενη ευθεία σε σηµείο της Παραβολής (πλην της κορυφής), 
διχοτοµεί την γωνία ΣΓΕ (σχήμα 17). 


Απόδειξη 


Λόγωτης µεσοκάθετου στο τµήµα ΣΕ, τοτρίγωνο ΣΓΕ είναι ισοσκελές {µε κορυφή το [). Άρα 


η µεσοκάθετος προς την βάση ΣΕ είναι και διχοτόµος της γωνίας ΣΓΕ. 
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Πρόταση 3: Το µέσον Μ του τµήµατος ΣΕ που συνδέει σηµείο Στης διευθετούσας µε την 
Εστία της Παραβολής, έχει απὀ τον άξονα της Παραβολής το µισό της απόστασης του 


αντιστοίχου σημείου Γτης Παραβολής από τον άξονα της Παραβολής. 


Απόδειξη: 


Φέροντας απότην Εστία Ετην κἀθετή προςτην διευθετούσα (δ), την τέμνει στο σηµείο Χ. Στη 
συνέχεια φέροντας την µεσοκάθετοτου τµήµατος ΧΕ στο µέσοτου Α, αυτή είναι παράλληλη 
µετην διευθετούσα (δ). Επίσης στοτρίγὠωνο ΕΣΧη µεσοκάθετος αυτή θα περνά απότο µέσον 


καιτης πλευράς ΣΕ, το οποίο δεν είναι άλλο από το µέσο Μ του ΣΕ. 


(σχήµα 19) 


Άρα ΑΜΞ 2ΧΣ Ξ- ΙΓ και λόγω του ορθογωνίου παραλληλογράμου ΧΣΓΓΙ. 


Πρόταση 4: Η Εστία κάθε Παραβολής ισαπέχει από σηµείο της και από το σηµείο τοµής της 


εφαπτοµένης ευθείας στο σηµείο αυτό καιτου άξονα της Παραβολής. 
Απόδειξη 


Το τρίγωνο ΓΔΕ (σχήµα 19) είναι ισοσκελές λόγω του ότι η γωνίες ΜΔΕ και ΣΓΜ ισούνται ως 
εντός και εναλλάξ των παραλλήλων ΣΙ και ΔΓι, τεμνοµένων από την ΔΓ και βέβαια οι γωνίες 
ΣΓΜΙ και ΜΓΕ είναι ίσες από το ισοσκελές τρίγωνο ΣΓΕ. Άρα το τρίγωνο ΔΕΙ είναι ισοσκελές 


µε βάση το τµήµα ΓΔ. 
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Πρόταση 5: Η προβολή σημείου Παραβολής στον άξονα της και το σηµείο τοµής του άξονα 


της καιτης εφαπτοµένης4 της στο σηµείο αυτό, ισαπέχουν από την κορυφή της Παραβολής. 


(σχήμα 20) 


Απόδειξη 


Από το ισοσκελές τρίγωνο ΔΕΓ (σχήμα 20) και απὀ την καθετότητα των ΔΓ και ΕΣ προκύπτει 
πως το Μ είναι μέσον και του τμήματος ΔΓ. Στο τρίγωνο ΔΓΓι, απὀ το µέσον Μ της ΔΙ έχει 


χαραχθεί η παράλληλη ΜΑπροςτην ΓΓΙ. Εποµένωςτο σηµείο Α εἶναι μέσον της πλευράς ΔΓι. 


Πρόταση 6: Για κάθε σηµείο Παραβολής (εκτός απὀ την κορυφή της), ο λόγος του 
τετραγώνου της απόστασης του από τον άξονα της προς την απόστασή του απὀ την 
εφαπτομένη στην κορυφή της Παραβολής, ισούται µε το τετραπλάσιο της απόστασης της 


Εστίας από την κορυφή της Παραβολής. 


Απόδειξη 


Λόγωτης εκ κατασκευής καθετότητας των ΔΓ και ΣΕ (σχήμα 20), στο ορθογὠνιοτρίγωνο ΔΜΕ 


έχουµε την μετρική σχέση : 
2 
ΜΑΖ --ΑΔ:ΛΕ 5 (ειτι) Ξ ΑΓ :ΑΕ «9 σΓΓι2 Ξ ΑΓΙ "ΑΕ 9 ΓΓι2 - 4: Αἴι "ΑΕ 9 ΑΓΙ Ξ 


4 2 ας ολη ον ο 
πε πι αρ θα (8 


ψ2 


Έστω ψΨΞ(ΓΓΙ) και χξ(ΑΓΙ) και (ΕΧ)Ξρ και προκύπτει η εξίσωση: λα 4 : 9 ψ2-4.χ. Σ «5 


4Το εφαπτόμενο τµήµα ΓΔ της παραβολής ορίζεται ὡς εφαπτομένη”, Και η προβολή του ΔΓΙ στον 
άξονα της ορίζεται ὡς “υποεφαπτομένη΄’. Επομένως οποιαδήποτε υποεφαπτοµένη της Παραβολής 
έχει ως µέσον την κορυφή της Παραβολής (ΠΒεηηϊἰς αἵ 8|., 1996). 
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Παρατηρήσεις: 


(α) Η Πρόταση αυτή έχει αποδειχθεί και κατά την τρισδιάστατη µελέτη της Παραβολής κατά 
τον Μέναιχµο και κατά τον Απολλώνιο. Ισχύει και αντίστροφα ὡς ισοδύναμος ορισμός της 
Παραβολής (Θεώρημα 1), διότι πέραν του ότι αυτή η ιδιότητα είναι εγγενώς συνδεδεμένη µε 
την Παραβολή, επιβεβαιώνεται ο ισχυρισμός και µε άτοπο απαγωγή. Υποθέτουμε πως 
έχουµε επίπεδη καμπύλη η οποία δέχεται εφαπτομένη σε κάθε σηµείο της και δεν τέµνειτην 


καμπύλη, και έχει άξονα συμμετρίας. Εάν για δύο τυχαία σηµεία Α, Β της καμπύλης αυτής 


2 
ισχύει η προηγούµενη ιδιότητα θα έχουµε ψᾷ -- 2ΡχΑ και ψᾷ -- 2Ρχη . Επομένως - Ξ- 
Α 


2 
- Ξ 2 (3). Εάν τα Α, Β δεν είναι σηµεία παραβολικής καμπύλης, τότε θα υπάρχει µία 
Β 


παραβολική καμτύλη µε τον ίδιο άξονα συμμετρίας που έχει παράμετρο ρ, περνά απότοΑ 
αλλά δεν περνά από το Β αλλά από ένα σηµείο Β’ το οποίο έχει την ίδια τετµηµένη µετο βΒ. 
Άρα λόγω της σχέσης (3) θα έχει και την ίδια (ή αντίθετη λόγω συμμετρίας) τεταγµένη, 


δηλαδή ΒΞΡ’. 


(β) Απότις προηγούμενες προτάσεις προκύπτει ότι εάν σε τυχαίο σηµείο Γ µιας Παραβολής 
(σχήµα 20) κατασκευασθεί η εφαπτομένη ευθεία (εκ) και στην συνέχεια η εφαπτομένη 
ευθεία (εα) στην κορυφή Ατης Παραβολής, τότεη εφαπτομένη ευθεία (ει) τέμνει την (ερ) σε 
σηµείο Μ, το οποίο είναιτο µέσον του τµήµατος ΑΝ, όπου Ν η προβολήτου σημείου Γ στην 
(ΕΑ). Σε αλγεβρικό πλαίσιο αναφοράς (Γδβἰσίεγ) Και µε ορθοκανονικ σύστημα 
συντεταγμένων, ὀπου την εφαπτομένη στην κορυφή της Παραβολής µπορεί να ορισθεί ως 


άξονας χ'χ, αυτή η παρατήρηση διατυπώνεται όπως περιγράφεται απλά στο επόµενο σχήμα: 


.. 


ου ολ ππο πα-- Σία, β) 


ω 


Δηλαδή στην περίπτωση Παραβολής όπου έχουµε προσαρμόσει ορθοκανονικό σύστημα 


(σχήμα 21) 


συντεταγμένων στην κορυφή της και ο άξονας της είναι Και άξονας των τεταγµένων, η 
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εφαπτομένη ευθεία στο τυχαίο σηµείο Σία, β) τέμνει τον άξονα των τετμηµένων στο σηµείο 


τ(α/2,0). 


Πρόταση 7: Κάθε τρίγωνο που έχει ὡς κορυφές τυχαίο σηµείο µιας Παραβολής, την Εστία 


της, καιτο σηµείο τοµήςτης εφαπτοµένης καιτης διευθετούσας, είναι ορθογώνιο στην Εστία. 


Απόδειξη 


Έστω Παραβολή (9) καισε δύο σηµεία της {[ και Δ έχουν χαραχθεί οι αντίστοιχες εφαπτόµενες 
ευθείες. Επισημαίνεται ότι η παραβολική χορδή ΓΔ, δεν περνά κατ' ανάγκη από την εστία Ε 
και (ε) η κάθετη ευθεία µε τον άξονα συμμετρίας της Παραβολής η οποία περνά απὀ την 
εστία Ε. Από τον τρόπο κατασκευής της εφαπτοµένης σε σηµείο Γ της Παραβολής, έχει 
δειχθεί ότι η εφαπτομένη εἶναι και διχοτόµος της γωνίας ΣΓΕ, καθώς και µεσοκάθετος του 
τµήµατος ΣΕ, όπου Σ η προβολή του Γ στην διευθετούσα (δ). Επίσης, για τα σηµεία Γ, Δτης 
Παραβολής, έχει δειχθεί ότι ΣΓΕΒ είναι Ρόμβος, και κατά τον ίδιο τρόπο Σ'ΔΕΔ:Ι είναι Ρόμβος 
(σχήµα 24). Επομένως τα τρίγωνα ΒΓΕ και ΔΕΔΙ εἶναι ισοσκελή (όπου Β και Δι είναι 


αντιστοίχως τα σηµεία τοµής των εφαπτόµενων καιτου άξονα συμμετρίας της Παραβολής. 


(σχήμα 22) 


Απότην αξονική συμμετρία που δημιουργεί η εφαπτομένη-μεσοκάθετος ΓΝ του τµήµατος ΕΣ 
(σχήμα 22), ὀπου οι γωνίες ΓΣΝ και ΓΕΝ είναι συμµετρικές και επομένως ίσες, προκύπτει ότι 


η γωνία ΓΕΝ είναι ορθή. Για τον ίδιο λόγο καιτο τρίγωνο ΚΕΔ είναι ορθογώνιο στοξΕ. 
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Πρόταση 8: Για Κάθε σηµείο µιας Παραβολής (εκτός απὀ την κορυφή της) το κυρτό 
τετράπλευρο µε κορυφές (α) τα σηµεία τοµής της εφαπτοµένης της Παραβολής (στο σηµείο 
αυτό) µε την διευθετούσα και µε την κάθετη ευθεία µε τον άξονα συμμετρίας (στην Εστία), 
(β) την Εστία και (γ) την προβολή αυτού του σηµείου της Παραβολής στην διευθετούσα, είναι 


Ρόμβος. 
Απόδειξη 


Έστω (ε) η κάθετη ευθεία του άξονα συμμετρίας της Παραβολής στην Εστία της (σχήμα 22). 
Έχει ήδη δειχθεί ότι το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισοσκελές και η γωνία ΓΕΝ είναι ορθή. Επίσης η 
γωνία ΒΕΖ είναι ορθή εκ κατασκευής. Προκύπτει επομένως η ισότητα των τριγώνων ΓΕΝ και 
ΒΕΖ και στη συνέχεια η ισότητα των τμημάτων ΕΝ και ΕΖ. Λόγω συμμετρίας των σημείων της 
µεσοκαθέτου του ΕΣ, το ισοσκελές τρίγωνο ΕΝΖ είναι ίσο µε το τρίγωνο ΣΝΖ. Άρα το 


τετράπλευρο ΖΕΝΣ είναι Ρόμβος. 


Πρόταση 9: Συνδέοντας την Εστία µιας Παραβολής µε δύο τυχαία σηµεία της, η γωνία που 
ορίζουν µε κορυφή την Εστία, διχοτοµείται απὀ την ευθεία που συνδέει την Εστία µε το 


σηµείο τοµής των εφαπτόµενων ευθειών σε αυτά τα σηµεία της Παραβολής. 


Απόδειξη 


Επειδή (ε)//(δ), τα τρίγωνα ΗΘΝ και ΗΕΖ είναι όµοια (σχήμα 22) και προκύπτει η αναλογία: 


ΘΝ ΘΗ ͵ ͵ | | ; ͵ .. ΘΚ 
αν η Επίσης για τον ίδιο λόγο είναι όµοια και τα τρίγωνα ΗΘΚ και ΗΕΛ και ισχύει ιτ 
ΘΗ ; , . , ; .. ϐνΝ οκ θΚ ΕΛ , 

το. Από την ισότητα των β' µελών προκύπτει ότι ---Ξ ---- 9) τ--- Ξ τε (1). Από την 
ΕΗ ε ΕΛ ϐΘΝ ΕΖ 


οκ ΕΚ 
ισοσκέλεια των τριγώνων ΖΕΝ και ΚΕΛ η (1) γίνεται απο το οποίο για το τρίγωνο ΚΕΝ 


αποτελείτις προὐποθέσεις γιατο αντίστροφοτου θεωρήματος εσωτερικής διχοτόµου στοξΕ, 


και συμπεραίνουμε ότι η ΕΘ είναι διχοτόµος της γωνίας ΚΕΝ. 


Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ 
Άρα, ΘΕΝ - ΘΕΚ 5 6ΕΝ -- 905 Ξ ΘΕΚ--905 35. ΘΕΝ-ΕΝΕΓΞ ΘΕΚ--ΚΕΔ5.ΘΕΙ - ΘΕΔ. 


Πρόταση 10: Έστω οι εφαπτόµενες ευθείες σε δύο τυχαία σηµεία µιας Παραβολής, τότε η 
γωνία που ορίζεται απὀ την µία εφαπτομένη και το τµήµα που συνδέει την Εστία µε το 
αντίστοιχο σηµείο επαφής, ισούται µε την γωνία που ορίζεται από την άλλη εφαπτομένη και 


τοτµήµα που συνδέειτην Εστία και το σηµείο τοµής των δύο εφαπτόµενων ευθειών. 


Απόδειξη 
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Λ Λ 
Από το ισοσκελές τρίγωνο ΒΕΙ (σχήμα 25], έχουµε ΓΒΕ Ξ ΒΓΕ Ξ χ και απὀ το ισοσκελές 


Λ Λ 
τρίγωνο ΔΕΔΙ έχουµε ΕΔΔΙ - ΕΔΙΔ -- ψ. Επίσης ονοµάζονταςτις γωνίες ΓΗΕ και ΔΗΕ ωςτκαι 
σ αντίστοιχα, απὀ την διχοτόμηση της γωνίας ΓΕΔ, έχουµε τις παρακάτω σχέσεις που 
Λ Λ 
αφορούν τα τρίγωνα ΓΕΗ και ΔΕΗ: ΓΕΗΞ ΔΕΗ 5τ ΓχΞσ-γψ. Επίσης η γωνία ΔΗΙ είναι 


εξωτερική του τριγώνου ΒΗΔΙ και προκύπτει η σχέση τ--σΞχ-Ε ψ. Από το σύστημα των 


εξισώσεων αυτών, συμπεραίνουµεπως χΞξσκαιτςψ. 


(σχήμα 23) 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 

(α) Κάθε ευθεία παράλληλη µετον άξονα συµµετρίαςτης Παραβολής ονομάζεται "διάμετρος 
της παραβολής". 

(β) Κάθε ευθύγραμμο τµήµα του οποίου τα άκρα είναι σηµεία µιας Παραβολής, ονομάζεται 


“χορδή της Παραβολής”. 


Έστω οι εφαπτόµενες ευθείες στα άκρα τυχαίας παραβολικής χορδής ΖΓ (η οποία δεν 
περνάει κατ' ανάγκη απὀ την εστία Ε), οι οποίες τέμνονται στο σηµείο Δ (σχήμα 24). Στη 


συνέχεια απὀ το Δ φέρουμε την παράλληλη µε την διευθετούσα, η οποία τέμνει τις 
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διαµέτρους της Παραβολής (από τα άκρα της χορδής ΖΓ), στα σηµεία Κ και Λ. Επειδή οι 
διάµετροιτης Παραβολής είναι ευθείες παράλληλες µετον ἀξονάτης, είναι Φανερό ότι αυτές 


οι διάµετροι είναι κάθετες µε την ευθεία ΚΛ. 


Πρόταση 41 


Το σηµείο τοµής των εφαπτόµμενων στα άκρα ενός παραβολικού τόξου, ανήκει στην 


µεσοπαράλληλο των διαµέτρων που περνούν από τα άκρα αυτού του τόξου. 


Απόδειξη 


Έχοντας συνδεθεί η Εστία Ε µετα σηµεία Ζ και Γ (σχήμα 24), σύµφωνα µετο Πόρισµματου 37" 
Θεωρήματος, οι εφαπτόµενες ευθείες στα σηµεία Ζ και [ είναι και διχοτόµοιτων αντίστοιχων 
γωνιών που δημιουργούν οι διάµετροι µε τα τµήµατα ΖΕ και ΓΕ. Άρα το Δ ως σηµείο 
διχοτόµων, θα έχει την χαρακτηριστική ιδιότητα των σημείων διχοτόµου. Επομένως ΔΛΞΔΗ 


και ΔΚΞΔΘ. Όμως γνωρίζουμε από την Πρόταση 9, σεκάθε παραβολικό τόξο τοτµήµα που 


(σχήμα 24) 


συνδέειτην Εστία Ε µετο σηµείο τοµής των εφαπτόµενων στα άκρα του τόξου, διχοτοµεί την 
γωνία ΖΕΓ. Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΗΕ και ΔΘΕ ισούνται και προκύπτει εὐκολα ότιΔΗΞ 
ΔΘ. Απότις σχέσεις που απεδείχθησαν, προκύπτει ότι ΔΛΞΔΗΞΔΘΞΔΚ καιτελικά ΔΛΞΔΚ. Άρα 
απὀ το Δ μπορούμε να φέρουμε την µεσοπαράλληλο προς τις (παράλληλες) διαµέτρους ΚΖ 
και ΛΓτης Παραβολής. 
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Παρατήρηση: Η µεσοπαράλληλος των διαµέτρων στα άκρα ενός Παραβολικού τόξου από το 
σηµείο Δ (όπου τέμνονται οι εφαπτόµενες στα άκρα του Παραβολικού τόξου), τέμνει την 
Παραβολή στο Σ και την αντίστοιχη παραβολική χορδή στο Μ (το οποίο προφανώς είναι και 
μέσον της). Το σηµείο Σ ορίζεται ὡς “κορυφή” του παραβολικού τόξου και κατασκευάζεται 


µε τον τρόπο που περιεγράφηκε στην προηγούµενη Πρόταση. 


ΙΙΙ μοι ο ο ΙΟΙΟὉΙΟΙΟὩΙΕὩΙΕὩὉὩὉΟΟὉὍ«“ϱὉΟὩἙὩὍ«ὩὭὪὭὪὭὣἲὩὣὩὭὩἝὩὭὩὍο'Ρο ο ΟΙ 


(σχήμα 25) 


Επίσης η εφαπτομένη ευθεία στην κορυφή Στου παραβολικού τόξου, τέµνειτις εφαπτόµενες 
(στα άκρα του Παραβολικού τόξου) στα σηµεία Ν και Ξ (σχήμα 25). Επομένως, οι 
εφαπτόµενες στα σηµεία Γ και Σ της Παραβολής, τἐµνονται στο Ν και η διάµετρος της 
Παραβολήςπου περνά απότο Ν θα εἶναι και µεσοπαράλληλος των διαµέτρων στα σηµεία Γ 
και Σ (σύμφωνα µε την προηγούµενη πρόταση). Άρα το σηµείο Ν είναι µέσον του ΓΔ και για 
ίδιο λόγο το σηµείο Ξ είναι µέσον του ΖΔ, καιη ευθεία ΝΞ είναι η εφαπτομένη στην κορυφή 


Στου παραβολικού τόξου ΓΖ. 


Πρόταση 12: Η εφαπτομένη ευθεία στην κορυφή παραβολικού τόξου είναι παράλληλη µε 
την αντίστοιχη χορδή. 
Απόδειξη 


Αφού κατασκευαστούν οι εφαπτόµενες στα άκρα του παραβολικού τόξου ΓΖ (σχήμα 25), οι 


οποίες τέμνονται σε σηµείο Δ, στη συνέχεια χαράσσεται η διάµετρος της Παραβολής που 
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περνά απὀ το Δ και τέμνει το τόξο σε σηµείο Σ και τη χορδή σε σηµείο Μ. Στη συνέχεια για 
να χαραχθεί η εφαπτομένη ευθεία στην κορυφή Σ, αρκεί να βρεθούν τα µέσα των 
εφαπτόµενων τμημάτων ΔΖ και ΔΓ και να συνδεθούν µε την ευθεία που ορίζουν (το οποίο 
αποτελεί και κατασκευή της εφαπτοµένης ευθείας στην κορυφή ενός παραβολικού τόξου). 
Επίσης, τα τρίγωνα ΝΔΞ και ΖΓΔ είναι όμοια (γωνία Δ κοινή και οι περιέχουσες πλευρές 
ανάλογες µελόγο 1/2) και προκύπτει στην συνέχεια ότι οιγωνίες ΔΝΞ και ΔΓΖισούνται. Όμως 
επειδή είναι “εντός-εκτός και επί τα αυτά” των ευθειών ΝΞ και ΓΖτεμνοµένων υπό της ΔΙ, 
προκύπτει ότι ΝΞ // Γ2, δηλαδή η εφαπτομένη στο σηµείο Στου παραβολικού τόξου Γ7Ζ είναι 


παράλληλη µετην αντίστοιχη χορδή ΖΓ. 
Παρατηρήσεις 


α) Όλα αυτά προὐποθέτουν να είναι γνωστή η διευθετούσα της Παραβολής έτσι ώστε να 
µπορεί να κατασκευασθεί και η εφαπτομένη σε τυχαίο σηµείο µιας Παραβολής. Θα 
περιγραφεί σε επόµενη παράγραφο η κατασκευή τόσο της διευθετούσας όσο καιτης Εστίας 


µιας Παραβολής. 


β) Επίσης στην απόδειξη της προηγούμενης Πρότασης, παρουσιάσθηκε η εύρεση της 
κορυφής παραβολικού τόξου καθώς και η κατασκευήτης εφαπτοµένης ευθείας στην κορυφή 


αυτή. 


Πρόταση 13: Εάν σετυχαίο παραβολικό τόξο φέρουμετις εφαπτόµενες στα άκρατου, καθώς 
καιτην εφαπτόµενη στην κορυφή του, τότε το τετράπλευρο που δημιουργείται από τα τρία 
σηµεία τοµής μεταξύ των τριών εφαπτόμενων ευθείων και απὀ το µέσον της αντιστοίχου 


χορδής, είναι παραλληλόγραμμο. 
Απόδειξη 


Σύμφωνα µε τα προηγούμενα, αφού η ει είναι µεσοπαράλληλος των διαµέτρων στα Ζκαι[ 
της Παραβολής (σχήμα 26) και οι ε2 Και ελ είναι πάλι µεσοπαράλληλες εκατέρωθεν της ει, 
προκύπτει πως έχουµε µία δέσµη 5 παραλλήλων και ισαπεχουσών ευθειών. Άρα το Σ είναι 
μέσον του ΝΞ και το Μ είναι µέσον το ΖΓ. Επίσης απὀ την ομοιότητα των τριγώνων ΔΝΞ και 


ΔΓΖ (µε λόγο 1/2) έχουµε πως και οι αντίστοιχοι διάµεσοι ΔΣ και ΔΜ έχουν λόγο 1/2, και 
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(σχήμα 26) 


προκύπτει τελικά ότι το Σ είναι και µέσον του ΔΜ. Συνεπώς το τετράπλευρο ΝΔΞΜ είναι 


παραλληλόγραμμο επειδή διχοτομούνται οι διαγώνιοί του. 


Παρατήρηση: Είναι προφανές ότι σε οποιοδήποτε παραβολικό τόξο, υπάρχει μοναδική 
εφαπτομένη σε σηµείο του τόξου που να είναι παράλληλη µε την αντίστοιχη χορδή. Επίσης 


το σηµείο επαφής της δεν είναι άλλο από την κορυφή του παραβολικού τόξου. 


Πρόταση 14: Σε κάθε Παραβολή και για όλεςτις παράλληλες χορδέςτης, υπάρχει διάµετρος 
η οποία περιέχει τα µέσα τους καθώς και την Κοινή κορυφή όλων των αντίστοιχων 


Παραβολικών τόξων, δηλαδή “όλες οι παράλληλες χορδές είναι κεντραρισμένες”. 


Αλλά και αντίστροφα, οιχορδέςπου είναι “κεντραρισμένες” δηλαδή τα µέσατους εἰναιπάνω 


στην ίδια διάμετρο, είναι μεταξύ τους παράλληλες”. 


Απόδειξη 


Λόγω της μοναδικότητας της κλίσης της εφαπτοµένης ευθείας σε κάθε σηµείο Παραβολής, 
όλες οι παράλληλες χορδές µε την χορδή ΖΙ (σχήμα 27) θα έχουν την ίδια εφαπτομένη που 
είναι παράλληλη µε την κάθε χορδή, σε σηµείο Σ, το οποίο σηµείο είναι και η κοινή κορυφή 
για κάθε παραβολικό τόξοπου αντιστοιχεί σεκάθε παράλληλη χορδή. Εποµένωςη διάµετρος 


που περνά απὀ την κοινή κορυφή Σ, περνά απότο µέσο της χορδής ΓΖ αλλά και απότα µέσα 


5/ 


όλων των παραλλήλων παραβολικών χορδών. Επίσης η κοινή διάµετρος (που περνά απὀ το 
Σ) είναι μεσοπαράλληλος για τις διαµέτρους στα άκρα κάθε παράλληλης παραβολικής 
χορδής. Άρα η κοινή διάµετρος των παραλλήλων παραβολικών χορδών, η οποία περνά από 
την κοινή κορυφή Σ όλων των αντίστοιχων παραβολικών τόξων, είναι προφανές ότι εκτός από 
τα µέσα όλων αυτών των χορδών, θα περιέχει και τα σηµεία τοµής των εφαπτόµενων στα 


άκρα όλων των αντίστοιχων παραβολικών τόξων. 


(σχήμα 27) 


Αλλά και αντίστροφα, οι χορδές που είναι “κεντραρισμένες”, δηλαδή τα µέσα τους είναι 
πάνω στην ἴδια διάµετρο η οποία ορίζει μοναδικό σηµείο Σ, την κοινή τους κορυφή πάνω 
στην παραβολή, και αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη Κλίση εφαπτοµένης ευθείας, και η 
εφαπτομένη ευθεία είναι παράλληλη µε την κάθε χορδή χωριστά. Άρα οι χορδές αυτές είναι 
και μεταξύ τους παράλληλες, δηλαδή “όλες οι “κεντραρισμένες” χορδές είναι και 


παράλληλες μεταξύτους. 


Πρόταση 145: Σετυχαίο παραβολικό τόξο, το τετράπλευρο που δημιουργείται από τα σηµεία 
τοµήςτων εφαπτοµένων ευθειών στα άκρα του τόξου και στην κορυφήτου, και απότην Εστία 


της Παραβολής, είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 


5δ 


Απόδειξη 


Σύμφωνα µε την Πρόταση 10, οι γωνίες Φι και Φ2 (σχήµα 28) ισούνται, επειδή απὀ τις 


εφαπτόµενες στα άκρα του τόξου ΣΙ, η Φφ; έχει την κορυφή της στο σηµείο επαφής Γ και 


(σχήµα 28) 
πλευρέςτην εφαπτόµενη στο Γκαιτο τµήµα που συνδέειτο Γματην εστία Εξ, ενώ η η Φι έχει 
την κορυφή της στο σηµείο τοµής Ν των δύο εφαπτόµενων (στα άκρα της χορδής ΣΓ) και 
πλευρέςτην άλλη εφαπτομένη στο»Σ καιτοτµήµαπου συνδέειτην εστία µετο σηµείο τοµής 
Ν των 2 εφαπτόµενων στα άκρατης χορδής ΣΙ, καιτελικά φιξφ;. Γιατις εφαπτόµενες ευθείες 
στα άκρα του παραβολικού τόξου ΖΓ, εφαρμόζοντας την ίδια ιδιότητα προκύπτει πως φ2ξΞφ:. 
Τελικά φιξφ. και στο τετράπλευρο ΔΝΕΞ, έχουµε την πλευρά ΞΕ η οποία “Φαίνεται” απὀτις 
απέναντι κορυφές Δ και Ν υπό ίσες γωνίες, το οποίο και αποδεικνύειτην εγγραψιµότητα του 


σε κύκλοτου οποίου η ακτίνα και το κέντρο μπορούν να υπολογισθούν. 


Πρόταση 146: Σετυχαίο παραβολικό τόξο φέρουμετις εφαπτόµενες στα άκρα του, καθώς και 
την εφαπτόµενη στην κορυφή του, τότε το πεντάγωνο που δημιουργείται (α) απὀ τα τρία 
σηµεία τοµής μεταξύ των τριών εφαπτόµενων ευθείων, (β) από την εστία Ε της Παραβολής, 
καθώς και (γ) απὀ το σηµείο τοµής της διαμέτρου µε την παράλληλη από την Εστία προς την 


εφαπτομένη στην κορυφή του τόξου είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 


Επίσης η Εστία και το σηµείο τοµής της διαμέτρου και της παράλληλης από την Εστία προς 


την εφαπτομένη στην κορυφή του τόξου, ισαπέχουν από την κορυφή του τόξου αυτού. 
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(σχήμα 29) 


Απόδειξη: 


Από την Πρόταση 15, ότι οι γωνίες Φι, Φ2, Φ: ισούνται μεταξύ τους(σχήµα 29). Επίσης από 
την διχοτόµο ΓΔ και απὀ την παραλληλία των διαµέτρων της Παραβολής, εὐκολα προκύπτει 
ότι φ2Ξφαξφςξ φεκαι επομένως Φιξφ2ξφ{ξφιξφςξ φς (3). Στη συνέχεια από τη Εστία Ε η 
παράλληλη ηµιευθεία µετην εφαπτομένητου τόξου στην κορυφή Σ,τέμνειτην διάµετρο/(του 
Σ) στο Η. Δημιουργείται πλέον ένα ευρύτερο πεντάπλευρο ΔΝΗΕΞ όπου και η γωνία ΝΕΗΞΦ/ 
ισούται µε την «Φι ὧως εντός και εναλλάξ, και λόγω της (3) προκύπτει ὁτι 


ΦιΞφ2ΞφΗΙΞφαξφεξφεξφ;. 


Επομένως το τετράπλευρο ΔΝΗΕ είναι εγγράψιµο σε κύκλο (στον κύκλο του ΔΝΕ) επειδή η 
πλευρά του ΝΗ “φαίνεται” απὀ τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες ᾠφς Και Φφ7. Όπως 
απεδείχθη στην Πρόταση 15, το τετράπλευρο ΔΝΕΞ είναι εγγράψιµο σε κύκλο (στον κύκλο 
του ΔΝΕ). Άρα, στον κύκλο που περιγράφει το τρίγωνο ΔΝΕ βρίσκονται και τα σηµεία Η και 


Ξ, Παρατηρώντας το σχήμα 30, αρκεί να δειχθεί για το παραβολικό τόξο ΓΖ ότι ΣΗΞΣΕ. 
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(σχήμα 30) 


Οιγωνίες αι και αλ ισούνται ὡς εντός και εναλλάξ. Επίσης οι γωνίες β: και βαισούνται επειδή 
αφορούντις εφαπτόµενεςτις Παραβολής ΝΓ και ΝΣ (σύµφωνα µετην Πρόταση 10. Επομένως 
και οι παραπληρωματικέςτους α-ξ και αι θα ισούνται επίσης. Τελικά αι ξ αι Ξξ αλ Έχουμε ήδη 
αποδείξειτην εγγραψιµότητα σε κύκλο για τοτετράπλευρο ΔΝΗΕ Και συνεπώς η πλευράτου 
ΔΕ θα Φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες. Άρα α2Ξξ αι. Τελικά, αι ξ α2ξ αξ 


Ξοια, Καιτο τρίγωνο ΣΗΕ έχει δύο γωνίες ίσες και είναι ισοσκελές και προκύπτει ΣΗΞΣΕ. 


Πρόταση 147: Το τετράγωνο του µήκους οποιασδήποτε χορδής µιας Παραβολής, ισούται µε 
το δεκαεξαπλάσιο του γινομένου των αποστάσεων της κορυφής του τόξου (α) από την Εστία 


της Παραβολής και (β) από το µέσον της αντίστοιχης χορδής. 
Απόδειξη 


Παρατηρώντας την (σχήµα 32), απὀ δύναμη σημείου Σ ως προς αυτό τον κύκλο, προκύπτει 


ότιΣΝ.Σ5ΞΣΔ.ΣΗ 5» -- . . Ξ ΣΔ.: ΣΕ και λόγωτου ισοσκελούς τριγώνου ΣΕΗ. Όμως 


έχουµε δείξει επίσης ότι ΣΔΞΣΜ (ΝΔΞΜ παραλληλόγραμμο) και επομένως: 
2 [έ 2 
ΜΙΓ ΜΖ . ΜΙΓ ΜΓ - ΜΓ - (5) [Ζ 


κ ο κι : ο δ Ἴ η 


-ΣΜ.ΣΕ«ΤΓΖ2Ζ-- 16.ΣΜ.ΣΕ 
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Επίσης προκύπτει πως: ΓΖ2 -- 16.ΣΜ.:ΣΕ 9» (2. ΓΜ)2 -- 16.ΣΜ.ΣΕ 9 


ΓΜΖ - 4.ΣΜ.- ΣΕ 


Πρόταση 18: Σε κάθε Παραβολή, εάν φέρουμε τρεις τυχαίες εφαπτόµενες της τότε τα 
εφαπτόµενα τµήµατα (που δημιουργούνται απὀ τα σηµεία τοµής των ,καθώς και από τα 
σηµεία επαφής των) χωρίζονται σε τµήµατα ανάλογα. (Παρατήρηση: Οι όροι των λόγων 


“πρακτικά” να επιλέγονται κατά µία σταθερή “φορά γραφής”) 


Απόδειξη 


Σε µία Παραβολή (σχήµα 33), φέρουμε τρεις εφαπτόµενες σε τυχαία σηµεία Δ, Σ, Γ, και 


τεµνόµενες ανά δύο ορίζουν τα σηµεία Η, Θ, Ζ. Συνδέουµε όλα αυτά τα σηµεία µε την Εστία 


Ετης Παραβολής. 


(σχήμα 31) 
α) Τα τρίγωνα ΗΘΕ, ΖΕΙ και ΖΣΕ είναι όμοια επειδή: Οιτρεις γωνίες που συμβολίζονται µεα 
ισούνται διότι αφορούντις εφαπτόµενες ΗΔ, ΗΓ καθώς καιτις ΖΣ, ΖΓ (σύµφωνα µε Πρόταση 
10). Επίσης οι τρεις γωνίες που συμβολίζονται µε γ Ξ 180’-δ ισούνται, διότι αφορούν τις 


εφαπτόµενες ΘΣ, 9Δ καθώς καιτις εφαπτόµενες ΖΣ και ΖΓ (Πρόταση 10). Επομένως ισχύουν 


οτανακοεεἰσαμά τή ϐε8Η ΗΕ Ζε ΠΕ σµ. 8. ΜΕ. ΗΘ 
ΕΡΕ σε σε σε 7ε σζ Σε 7ε σζ 
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β) Τα τρίγωνα ΗΕΖ, ΘΕΔ και ΣΘΕ είναι όµοια επειδή: Οιτρεις γωνίεςπου συμβολίζονται µε ὃ 
ισούνται ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών που συμβολίζονται µετο γ. Επίσης οιτρεις 


γωνίες που συμβολίζονται µε β ισούνται διότι αφορούν τις εφαπτόµενες ΗΔ, ΗΙΓ και θΣ, ΘΔ 


(σύµφωνα µε την Πρόταση 10). Εποµέν Ίουν οι αναλογίε Ες εν 98 ο 
σ ω τ τασ Επ ως ισχύουν ίες -- Ξξ ---Ξ τετ Ξ τ-Ξξ 
μ με την Πρ η µενως ισχ κ οὐ πω ο κὺςτ 
ΗΖ ϐΘεΕ Δε ϐΘΔ : , : | | 
παρα Παρατηρώντας τις δύο οµάδες αναλογιών, βλέπουμε πως τα 


αντίστοιχα πρώτα µέλη ισούνται και άρα θα ισούνται αντίστοιχα και τα υπόλοιπα µέλη. 


Άρα ο. ας - και σος και µε διαγώνια αλλαγή των όρων προκύπτε 
το Ξ τι Ξ--- τ-Ξ ---και ι ι των π πτει: 

Ρ ΖΓ Ηζ” Σζ Σ9’ ”σζ σΣθ . γ πἩ Ρ Ρ 

ΗΖ ΘΔ Σθ ϐΘΔ σ ΗΖ : , ο ΔδΔθΘ. 6 ΗΖζ 

τς ιτ --,και,-- Ξ --. Τελικά προκύπτει η αναλογία ---Ξ --Ξ ---, 

7 ΗΘ’Σζ ϐΘΗ Σσζ 7Ι ΘΗ σζ 7 


Παρατήρηση: Εάν η µία εκτων τριών εφαπτόµενων ευθειών είναι παράλληλη µετην χορδή 
που ορίζουν τα σηµεία επαφής των άλλων δύο εφαπτόµενων ευθειών, τότε σύµφωνα µετα 
συμπεράσματα της Πρότασης 11, η προκύπτουσα αναλογία ισούται µε µονάδα, δηλαδή 
ΔΘ ϐϱΣ ΗΖ 


πώ σα. 1, το οποίο είναι ήδη γνωστό και εδώ έγινε γενίκευση των προηγούμενων 


συμπερασμάτων. 


Κατασκευή Παραβολής εφαπτόµενης σε δύο τεµνόµενες ευθείες 
Κατ' αρχήν, έχοντας ως δεδοµένοτις δύο εφαπτόµενες ευθείες καιτα σηµεία επαφής Β και 
Γ, θα κατασκευασθεί η Εστία και η διευθετούσα της αντίστοιχης Παραβολής. 
Το τµήµα ΒΓ θα είναι η παραβολική χορδή της ζητούµενης Παραβολής και βρίσκοντας το 
μέσον της Μ, η ευθεία ΑΜ (σχήµα 32) είναι η διάµετρος που θα περνά από την κορυφή του 
Παραβολικού τόξου και θα έχειτις ιδιότητες: 

9 εἶναι παράλληλη µετον άξονα συμμετρίας της Παραβολής, 


9 τέμνει το τόξο στην κορυφήτου, 


9 περνά απὀ την µία διαγώνιο του εγγράψιµου σε κύκλο τετραπλεύρου που έχει για 
κορυφές τα τρία σηµεία τοµής Α,Η,Θ των εφαπτόµενων στα άκρα του τόξου και της 


εφαπτόµενης στην κορυφή, καθώς και από την Εστία, 
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περνά απὀ την µία διαγώνιο του παραλληλογράμου που έχει για κορυφές τα 3 
σηµεία τοµής των προηγουμένων εφαπτόµενων καθώς και απὀ το µέσον Μ της 


χορδής ΒΓ (το µέσον Δτης διαγωνίου είναι η κορυφή του παραβολικού τόξου). 


| ρα 


ος Γ 
(σχήμα 32) 


Στη συνέχεια παίρνουµετα µέσα Άκαι Ντων τμημάτων ΜΒ και ΜΓτης χορδής ΒΓ. Γνωρίζουμε 


πως οι ευθείεςτης δέσµηςτων πέντε παραλλήλων ευθειών (που εμπεριέχει καιτην διάμετρο 


ΑΜ), περνούν κατά περίπτωση από τα άκρατης χορδής και απότα µέσα Λ, Μ, Ν, Κκαιη δέσµη 


αυτή τέμνει: 


τέμνειτις ηµιευθείες ΑΒ και ΑΓ στα Β, Γ. 


τέμνει τις ηµιευθείες ΑΒ και ΑΓ σε δύο σηµεία Η, Θ απὀ τα οποία περνά και η 


εφαπτομένη στην κορυφή Δτου παραβολικού τόξου. 
περνά απότο σηµείο τοµής Ατων δύο δεδοµένων ευθειών ΑΒ και ΑΓ. 


περνά από την κορυφή Δτου τόξου καθώς και απὀ το µέσον Μ της χορδής 


Επίσης στις Προτάσεις 15 και 16, αναφέρεται πως στο εγγράψιµο τετράπλευροπου υπάρχει, 


ο κύκλος περνά και απὀ ένα 55 σηµείο Ζ το οποίο βρίσκεται πάνω στην διάµετρο του 


παραβολικού τόξου η οποία περνά απὀ την κορυφή του Δ, και το σηµείο αυτό ισαπέχει µε 


την Εστία απὀ την κορυφή του τόξου (εικόνα 36). Άρατα σηµεία Ζ, Ε ανήκουν σε κύκλο (Δ,α). 


το μέσον Δτων τμημάτων ΑΜ και ΗΘ (που δημιούργησε η δέσμη) είναι η κορυφή 


του παραβολικού τόξου. 
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ο οκύκλοςπου περνά από τα σηµεία Η, Α, Κσι Θ περνά κι απὀ την εστία Ε (η οποία 
ακόµη δεν έχει κατασκευασθεί) καθώς και από το 55 σηµείο Ζ (το οποίο είναι το 


σηµείο τοµής αυτού του κύκλου µε την διάµετρο ΑΝ/). 


ο η Εστία Ε ανήκει στον κύκλο που περνά ήδη απότα Η, Α, Θ, Ζ, καθώς και στον κύκλο 


(Δ.ΔΖ) - (Δά). 


Άρα, κατασκευάζοντας αυτούς τους δύο κύκλους, η τοµή τους µας δίνει την Εστία Ε και 
κατασκευάζοντας στον κύκλο (Δ, ΔΖ) µία εφαπτομένη ευθεία (δ) η οποία να είναι κάθετη µε 
την διάµετρο ΑΜ (άρα κάθετη και µετον άξονα συμμετρίας της Παραβολής) χωρίς να τέμνει 
την Παραβολή, παρατηρείται ὀτιτο σηµείο Δ, ως σηµείοτης Παραβολής, όσο απέχει από την 
εστία Ε τόσο απέχει και απὀ την (δ), και επομένως η (δ) είναι η διευθετούσατης Παραβολής. 
Τελικά προκύπτει ότι µε δεδομένες δύο τεµνόµενες ευθείες καθώς και απὀ ένα σηµείο σε 
κάθε µία, µπορεί να κατασκευασθεί η Παραβολή η οποία εφάπτεταιτων ευθειών αυτών στα 
συγκεκριµένα σηµεία τους, αφού πρώτα βρεθεί η Εστία και την διευθετούσα της, σύµφωνα 
µε τον προηγούμενο κατασκευαστικὀ τρόπο Και µετά το αντίστοιχο παραβολικό τόξο 
χαράσσεται µε κατάλληλο μηχανισμό. 


Πρόταση 19: Η κλίση της εφαπτοµένης ευθείας στην κορυφή ενός παραβολικού τόξου 
ισούται µετον µέσο όρο των κλίσεων των εφαπτόµενων ευθειών στα άκρατου παραβολικού 


τόξου. 


Απόδειξη 


(σχήμα 33) 
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Έστω µία Παραβολή για την οποία γνωρίζουμε την Εστία της και την διευθετούσα της. 
Σύµφωνα µε το Θεώρημα 3: “ο λόγος του τετραγώνου της απόστασης σημείου της 
Παραβολής απότον άξονα συµµετρίαςτης, προςτην απόστασήτου σημείου αυτού απότην 
εφαπτομένη στην κορυφή της Παραβολής, ισούται πάντοτε µε το τετραπλάσιο της 


απόστασης της Εστίας απὀ την κορυφήτης Παραβολής”. 


Φέρονταςτην εφαπτομένη ευθεία σε τυχαίο σηµείο Δτης Παραβολής (σχήµα 33), προκύπτει 
ότι η προβολή Διτου σημείου Δ στον άξονα συµµετρίαςτης Παραβολής καιτο σηµείο τοµής 
της εφαπτοµένης στο Δ µε τον άξονα συμμετρίας της Παραβολής, ισαπέχουν από την 


κορυφή Ατης Παραβολής (Πρόταση 85], και επομένως 2ΑΔιΞ ΚΔι, και προκύπτει: 


ΔΔΙ 2ΑΔι ΔΔΙ ΚΔι 1 1 


ΔΔ{ 
ο Ξ4βΕε---- Φσ--------ἵ------ 
ΑΔι 2ΑΕ ἍΔΔΙ  2ΑΕ ΔΔιΙ εφ(φ)) λο 


Για τον ίδιο λόγο, ισχύει και για το σηµείο επαφής [: 


δεῖς Π. ΛΠ, 1 Ἱ 
κο «Ὁ ------- - πι ο τς σος 
ΑΓΙ 11.1 εφ(φι) Άλσι 


Επίσης απὀ την Πρόταση 11, η διάµετρος (ε) που περνά από το σηµείο τοµής Ζ των 
εφαπτόµενων στα άκρα της χορδής ΓΔ ορίζει την κορυφή Θ του παραβολικού τόξου ΓΔ και 


διχοτοµείτην χορδή ΓΔ. Απότην Πρόταση 12,η εφαπτομένη του παραβολικού τόξου ΓΔ στην 


κορυφήτου 6, είναι παράλληλη µε την χορδή ΓΔ. 


(σχήμα 34) 
Προβάλλοντας την κορυφή Θ (του τόξου ΓΔ) και το µέσον Μ (της χορδής ΓΔ) στον άξονα 
συμμετρίας της Παραβολής, έχουµε ΘΘ1ξΜΜΙ. Επίσης (Πρόταση 5) η προβολή του Θ στον 
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άξονα συμμετρίας (της Παραβολής) και το σηµείο τοµής Ω της εφαπτοµένης στο Θ και του 
άξονα συμμετρίας (της Παραβολής), ισαπέχουν απὀ την κορυφή Α της Παραβολής. Άρα 
ΩΑΞΑΘΙ και 2ΑΘΙΞΣΩΑΞΩΘΟΙ (73) ( σχήμα 34). 


Από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων ΜΔΙ και ΜΤΓ, προκύπτει: ΔΔΙΞ ΔΙ ΓΙΔΙΞΤΙ --9Θι 
Ξ ΓΓι «- 296: Ξ ΓΓι - 2 ΜΜΙ. Άρα 2ΜΜΙ Ξ ΔΔι -- ΓΓι (333). Επίσης έχει προσαρμοστεί 
ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγμένων ἐτσι ὡστε ο άξονας Χ'χ να είναι παράλληλος µε τον 


άξονα συµµετρίαςτης παραβολής και ο άξονας γ'γ να είναι παράλληλος µε την διευθετούσα 


της παραβολής. 

9ο: 4ΛΕ ε»99ι. 249ι 09. 1 τα 1 46 ΜΜ 

Αθι 2ΑΕ 66: ΘΘι εφ(φ) Ἀλθῳω εφίφ.) λα ΕΤ: 2ΑΕ 

πω πα. αι πι] 1[ 1 Ὦ Π.. 

ΑΛΑ «ΑΕ 2. 2 2124 2ΑΕ8Ι 2]εφίφ)) εφίφι) 

α[ 1 1 |- τ[-- ιν ο ].τελικά: ος .-. ον, ἃ -1[α "] 
2]εφ(φ))  εφίπ-ϕι) λΑ λι εφ(φ:) εφ(φ») εφίφι) Άθω 2] λτ 


όπου ΘΩ η εφαπτομένη στην κορυφή του παραβολικού τόξου και ΖζΔ, ΖΓ οι εφαπτόµενες 


στα άκρα του παραβολικού τόξου. 
Υποθέτοντας τώρα πως έχει προσαρµοσθεί ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων έτσι 
ώστε ο άξονας Υγ να είναι παράλληλος µετον άξονα συµµετρίαςτης παραβολής καιο 


άξονας χ'χ να είναι παράλληλος µετην διευθετούσα της παραβολής (σχήµα 35), τότε: 


995 Θ6ι 246: (53) 99 1 1 π 
ο Ξ4ΛΕΟΞοο -οο ποτςσπιτς -εφ[δφ) -- --λου 5 
ΑΘι 2ΑΕ 61 ΘΘι εφί(φι) --σφ(ζ εφ.) 2 
Γ  χ  6θ.  ΜΜΙ (3) 2ΜΜΙ  ΔΔι-ι 1 Δία 1 ιτ... 
εφ(φ«) ΘωΩ" 2 2 4 4 2 2  2εφφ,)) εφίφι)| 
1 1 
ο ο 
σοίδνς] οορ-τι 


1 
λθο 5 (λ7 { 17η). 


4 


νν 


8 ή [ι 
νι 


6δ 


Κατασκευή Εστίας και διευθετούσας Παραβολής η οποία αντιστοιχεί σε δεδομένο 
παραβολικό τόξο. 


Έστω ένα παραβολικό τόξο ΓΔ µετην χορδή του (σχήμα 36). Σύµφωνα µετην Πρόταση 14, οι 
παράλληλες χορδές είναι "κεντραρισμένες”, δηλαδή τα µέσα τους και η κορυφή του τόξου 
είναι συνευθειακά. Άρα κατασκευάζοντας µία χορδή ΖΗ παράλληλη της ΓΔ και συνδέοντας 
τα µέσατους Μ και Ν, θα κατασκευαστεί η κορυφαία διάµετρος αλλά και η κορυφή Κτου 


τόξου ΓΔ ( σχήμα 37). 


(σχήμα 36) 


Επισημαίνεται ότι η διάµετρος ΚΝ είναι παράλληλη και µε τον άξονα συμμετρίας της 
Παραβολής και είναι κάθετη µε την διευθετούσα της. Σύµφωνα µε την Πρόταση 11 οι 
εφαπτόµενες στα άκρα του παραβολικού τόξου ΓΔ, τἐµνονται πάνω στην διάµετρο ΚΝ καιτο 


σηµείο τοµήςτους 8 καιτο μέσον Μ της χορδής ισαπέχουν από την κορυφή Κ. 


(σχήμα 37) 


Άρα βρίσκοντας πρὠτα το σηµείο τοµής Θ των δύο εφαπτόµενων ευθειών στα άκρα Γ και Δ, 
µετά συνδέοντας το µε τα άκρα Γ και Δ (σχήμα 38), κατασκευάζονται οι εφαπτόµενες στα 
άκρα αυτά. Επίσης η εφαπτομένη ευθεία στην κορυφή Κτου τόξου είναι παράλληλη µετην 


χορδή ΓΔ (Πρόταση 12) και κατασκευάσιµη συνδέοντας τα µέσα των τµηµάτων ΓΘ και ΔΘ. 
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(σχήμα 38) 


Φέροντας τις εφαπτόµενες στα άκρα Και στην κορυφή του τόξου ΓΔ, σύµφωνα µε την 
Πρόταση 15, µπορεί να κατασκευαστεί και ο κύκλος (σχήμα 39) που περνά από τα σηµεία 


τοµήςτων Π, Θ και Άκαιο οποίοςπερνά και απὀ την άγνωστη προςτο παρόν Εστία. 


(σχήμα 39) 


Επίσης σύµφωνα µε την Πρόταση 16, ο κύκλος αυτός ορίζει πάνω στην κορυφαία διάµετρο 
του τόξου ΓΔ, και ένα σηµείο Στο οποίο ισαπέχει µε την Εστία Ε από την κορυφή Κ. Συνεπώς 
µε κέντρο Κ και ακτίνα ΚΣ κατασκευάζεται και δεύτερος κύκλος (Κ,ΚΣ) ο οποίος περιέχει 
επίσης την άγνωστη προς το παρόν Εστία Ε. Η τοµή αυτών των δύο κύκλων δίνει την 


ζητούµενη Εστία (σχήµα 40). 
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(σχήμα 40) 


Για την κατασκευή της διευθετούσας (δ), αρκεί να εφαρμοστεί ο ισοδύναμος ορισμός της 
Παραβολής που παρουσιάσθηκε στο 35 θεώρημα σε ένα από τα δύο άκρα του τόξου. Για 


παράδειγµα το σηµείο Δ όσο απέχει από την γνωστή πλέον Εστία Ε, τόσο απέχει (καθέτως) 


(σχήμα 41) 


απὀ την άγνωστη προς το παρόν διευθετούσα, η οποία όμως είναι κάθετη µε την κορυφαία 


διάµετρο του παραβολικού τόξου ΓΔ. Συνεπώς κατασκευάζοντας κύκλο (Δ, ΔΕ) και στην 
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συνέχεια (σχήµα 41) φέροντας στον κύκλο αυτό εφαπτομένη ευθεία που είναι κάθετη µετην 
κορυφαία διάµετρο του τόξου και δεν τέμνει την Παραβολή, έχει κατασκευασθεί και η 


ζητούµενη διευθετούσα (δ). 


Πρόταση 21: Σετυχαίο παραβολικό τόξο και για δύο τυχαία σηµεία του τόξου αυτού, ο 
λόγος των τετραγώνων των παραλλήλων προςτην χορδή του τόξου πλαγίων αποστάσεών 
τους από την Κορυφαία διάµετρο του τόξου (τεταγµένως κατηγµένες κατά τον Απολλώνιο 
-τεταγµένες σήµερα), είναι ίσος µε τον λόγο των αντιστοίχων αποστάσεων που έχει η 
κορυφή από τα ίχνη των τεταγµένων των σημείων αυτών στην κορυφαία διάµετρο του 


παραβολικού τόξου (αποτεμνόµενες κατά τον Απολλώνιο - τετμηµένες σήµερα). 
Απόδειξη (Η ιδιότητα αυτή έχει αποδειχθεί και στην Πρόταση 17) 


Σύμφωνα µετην Πρόταση 6, “για κάθε σηµείο Γτης Παραβολής (εκτός από την κορυφή της), 
ο λόγος του τετραγώνου της απόστασης του Γ από τον άξονα της προς την απόστασή του Γ 
από την εφαπτομένη στην κορυφή της Παραβολής, ισούται µε το τετραπλάσιο της 


” 


απόστασης της Εστίας από την κορυφή της Παραβολής” (ισούται δηλαδή µε την “ορθία”). 


Παρατηρώντας εποµένωςτο σχήμα 42: 


2 
ΜΑ2 Ξ ΑΔ: ΑΕ 9 {στγι) Ξ Αι :ΑΕ «5 ΣΓΓΙ2 Ξ ΑΓ; :ΑΕ 95 ΓΓιὸ - 4: ΑΓΙ :ΑΕ 95 


(σχήµα 42) 
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Σε τυχαίο παραβολικό τόξο µε χορδή ΓΔ, µπορεί να κατασκευασθεί πλέον η κορυφή Σ, και 
στη συνέχεια η εφαπτομένη ευθεία στο Σ η οποία εἶναι παράλληλη της χορδής ΓΔ. 
Κατασκευάζεται επίσης η Εστία, η διευθετούσα και ο άξονας συμμετρίας της αντίστοιχης 
Παραβολής, φέροντας στη συνέχεια και την εφαπτομένη της Παραβολής στην κορυφή Α 
(σχήμα 45), η οποία τέμνει την εφαπτομένη στο Σ σε σηµείο Μ, (που όπως έχει δειχθεί στις 


Προτάσεις 1 και 3, είναι το µέσον του ΚΕ. 


(σχήμα 43) 


Τα τρίγωνα ΜΑΕ και ΜΣΕ είναι ΟΜΟΙΑ, επειδή είναι ορθογώνια (ΜΞΑΞΘΟΦ) και οιγωνίες ΜΣΕ 


και ΑΜΕ είναι ίσες ως γωνίες που δημιουργούνται από 2 εφαπτόµενες ευθείες στα άκρα του 
παραβολικού τόξου ΑΣ (Πρόταση 10). Επίσης τα τρίγωνα ΓΘΛ και ΑΜΕ είναι επίσης ΟΜΟΙΑ 
ως ορθογώνια τα οποία έχουν και από µία οξεία γωνία ίση λόγω καθετότητας των πλευρών 


τους (γωνία ΑΜΕ Ξ γωνία ΓΟΘΛ). Άρα, προκύπτει η αναλογία: 


ΠΔ ΕΜ Αξ ᾖΓΛ ΕΜ:ΑΕ .. ΕΜ:ΔΕ .. ΑΕ'ΓΘ΄ 
--- Ξ Ξ [ο 5 Γλ΄Ξ------- 


στις ποτ στ τπτ πα (3) 
[9 Εε εΜ [92 ΕΣ:ΕΜ ΕΣ. ΕΜ ΕΣ 


Όπως έχουµε δείξει στην Πρόταση 17, “τοτετράγωνο οποιασδήποτε χορδής µιας Παραβολής 
ισούται µε το δεκαεξαπλάσιο του γινομένου των αποστάσεων της κορυφής του αντιστοίχου 


τόξου της (α) απὀ την Εστία και (β) από το µέσον του τόξου αυτού”. Συγκεκριµένα προκύπτει: 
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ΓΔΣ -- 16.ΣΕ:Σθ 9 (2[0Θ)2-- 16.ΣΕ:Σθ 9 Γ62--4.Σε.Σθ «9ΛΕ-:Γθ2-4Αε-4. 


ΑΕ:ΓΘ2 
ΣΕ 


Σ9:ΣΕ 3 Ξ4:.ΑΕ:ΣΘ 


Συνδυάζοντας καιτην σχέση (3) έχουµε ότι: 


ο ΑΕ:ΙΓΘ2 
ο ΣΕ 


ΓΛ2 Ξ4.ΑΕ:Σθ 5ΓΛΖ- 4.ΑΕ:ΣΘ 


δηλαδή προκύπτει ότι: “Το τετράγωνο της απόστασης ενός άκρου (παραβολικού τόξου) από 
την “κορυφαία διάμετρό” του τόξου, είναι 4πλάσιο του γινομένου της απόστασης Εστίας και 
κορυφής της Παραβολής (δηλαδή της “ΟΡΘΙΑΣ”) επἰ την απόσταση του µέσου της χορδής 


από την κορυφή του αντιστοίχου τόξου”. 


Έχει πλέον αποδειχθεί ότι, στην συγκεκριµένη Παραβολή, ισχύει η σχέση : 


ο ΑΕΙΓΘΖ 


2 
στ Ξ4:ΛΕ:Σθ 9 ΓΛ2-4:ΑΕ:Σθ 93 Ξ-4:ΑΕΞ "ορθία" -- 2Ρ 


ΓΛΖ 


όπου το 2Ρρ είναι µία σταθερά για την συγκεκριμένη Παραβολή (παράμετρος). Επίσης τα 
τρίγωνα ΓΛΘ και ΑΜΕ έχει δειχθεί ότι είναι όμοια. Επίσης το τρίγωνο ΑΜΕ έχει κορυφές τα 
συγκεκριµένα σηµεία Α και Ε, καθώς και το σηµείο τοµής της εφαπτοµένης στην κορυφή Σ 


του τόξου καιτης εφαπτοµένης στην κορυφή Ατης Παραβολής. Προκύπτει η αναλογία: 
ΙΛ. 19. ΘΑ ς ΙΛ. Τθ 


τος -ςτλ 
ΑΕ ΜΕ ΑΜ ΑΕ ΜΕ 


ο ΑΕΓΘ 
στ ΜΕ 


2 ΓΛΞ ΠΕ "ΓΘΞΓΛΞΚ:ΓΘΞ ηµα [6 


όπου το κ εἶναι µία “σταθερή ποσότητα” ή καλύτερα µία παράμετρος για το συγκεκριµένο 
παραβολικό τόξο (και για όλα τα τόξα της Παραβολής αυτής µε παράλληλες χορδές), και 
εξαρτάται µόνο απὀ την γωνία μεταξύ των παραλλήλων χορδών και διαμέτρου των 
αντιστοίχων τόξων. Άρα απότις προηγούμενες σχέσεις προκύπτει: 

ΓΛΖ (ηµα - ΓΘ)2 ο 2ρ 2 


ο Ξ4.ΑΕΞ2ρο-- ---Ξ2ρ5--- --- 
ΣθΘ Ρ ΣθΘ Ρ-.θ ηµζα κ2 


όπου το µ είναι µία “σταθερή ποσότητα” γιατο συγκεκριµένο παραβολικό τόξο (και για όλα 
τα τόξα της Παραβολής µε παράλληλες χορδές), ή καλύτερα µία παράμετρος που εξαρτάται 
µόνο απὀ την γωνία μεταξύ χορδής και διαμέτρου του τόξου. Παίρνοντας τυχαίο σηµείο Ξ 
του παραβολικού τόξου και φέρνοντας παράλληλη χορδή ΞΠ µε την χορδή ΓΔ (σχήμα 44), 
δημιουγείταιτρίγωνο ΞΦΙΤ όμοιο µετο ΓΘΛ, άρα και όμοιο µετο ΑΜΕ. Επίσης έχει δειχθεί ότι 
τα παραβολικά τόξα που έχουν παράλληλες χορδές, έχουν την ἴδια κορυφή άρα και την ίδια 
εφαπτομένη στην κορυφή αυτή (Πρόταση 14). Συνεπώς τι ισχύει για τα τρίγωνα ΓΘΛ και 


ΑΜΕ, θα ισχύει και για τα τρίγωνα ΞΦΤ και ΑΜΕ. 
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(σχήμα 44) 


Αντιστρόφως, έστω καμπύλη η οποία έχει άξονα συμμετρίας και σε Κάθε σηµείο της δέχεται 
εφαπτομένη ευθεία µε την οποία έχει µόνο ένα κοινό σηµείο, και η καμπύλη βρίσκεται κάθε 
φορά στο ένα εκ των δύο ηµιεπιπέδων που ορίζει η αντίστοιχη εφαπτομένη. Επίσης έστω 
“τόξο” της καμπύλης αυτής και ευθεία ΚΛπου είναι παράλληλη µετον άξονα συμμετρίας και 
διχοτοµεί την αντίστοιχη “χορδή” τέµνονταςτην υπό γωνία α, και τέμνει το τόξο στο Σ. Εάν 
για οποιαδήποτε δύο τυχαία σηµεία Ξ, Γ οποιουδήποτε τόξου αυτής της καμπύλης, ισχύει η 
[2  τΞφ2 
σχέση -.. Ξ- σα Ξ- 6, ὀπουΞΦ, ΓΘ είναι οιπλάγιες αποστάσεις (παραλλήλως µετην χορδή 
του τόξου) των Ξ, Γ απὀ την ΚΛ, και ΣΦ, Σθ είναι οι αποστάσεις του σηµείου Σ απότα Φ, Θ 
τότε η καμπύλη αυτή είναι Παραβολή, επειδή στην περίπτωση που επιλεγεί αΞθθ», και 
επομένως η χορδή τέμνει κάθετα τον άξονα συμμετρίας της καμπύλης, λόγω συμμετρίας η 


ΚΛ διέρχεται απότην κορυφή Ατης καμπύλης που ταυτίζεται µε το Σ Και για κάθε σηµείο της 


2 
θα ισχύει το Ξ- 6. Είναι φανερό τότε πως αυτή η σχέση είναι ο ισοδύναμος ορισμός γιατην 


Παραβολή µε ορθία ίση µες, όπως παρουσιάσθηκε και στο αντίστροφο του 19) Θεωρήματος 


καθώς και της 615 Πρότασης. 
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2.2. Αλγεβρικό πλαίσιο αναφοράς κωνικών τοµών 


2.2.1. Εξισώσεις κωνικών τοµών σε πολικές συντεταγμένες 


Ο Πάππος στο έργοτου, αποδεικνύειπως ο γεωμετρικὀςτόποςτων σημείων Σ επιπέδου, έτσι 
ώστε για κάθε σηµείο Σ ο λόγος της απὀστασής του από ένα συγκεκριµένο σηµείο Ε του 
επιπέδου προς την απόστασή του απὀ µία σταθερή ευθεία (20) του επιπέδου αυτού, είναι 
σταθερός, τότε είναι κωνική τοµή. Συγκεκριµένα, εάν ο λόγος αυτός Ε είναι μικρότερος, ίσος, 
ή μεγαλύτεροςτης µονάδας, τότε ο γεωμετρικόςτόπος είναι αντιστοίχωςΈλλειψη, Παραβολή 
ή Υπερβολή, αναδεικνύοντας για άλλη µία Φοράτην σπανιότητατης εμφάνισης παραβολικής 


καμπύλης. 


Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας πολικές συντεταγμένες όπου ως πόλος θα θεωρηθεί το 
σηµείο Ε (η Εστία), και ως Πολικός άξονας ο κύριος άξονας της κωνικής τοµής, θα εκφραστεί 


το Θεώρηματου Πάππου σε αυτό το πλαίσιο αναφοράς. 


(σχήμα 45) 
ο. μὲς Ρ ο πα ομως τν ον 
ά(Σ,ὂ ΙΝΕΙ| -- ΙΕΖ| ὃ Γρεοςθ ὦ ἶ 
εδ -- ρ(1 --ε-σοςθ) Θ ρ-- ρ(θ) -- ------- ωεοσβστς, 


1--εσο5θ 1-εσοςθ τ Ί1--εεοςθ 

Η τελευταία εξίσωση είναι η εξίσωση των κωνικών τομών σε πολικές συντεταγμένες, µε την 
διευθετούσα αριστεράτης Εστίας (σχήµα 45), όπου η θετική παράμετρος εκαθορίζειτο είδος 
της κωνικής τοµής. Επίσης το ὃ εἶναι η απόσταση της Εστίας από την διευθετούσα της 


κωνικής τοµής, και όπως θα Φανεί στα επόµενα, η ποσότητα εδ είναι η παράμετρος ρπου 


συναντήσαμε στην περίπτωση της Παραβολής, μελετώντας σε γεωμετρικό πλαίσιο. 
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Εξετάζοντας τώρα την περίπτωση που η διευθετούσα (ζ) είναι δεξιά της Εστίας (σχήµα 46), 


προκύπτει : 
ά(Σ, Ε) ρ : 3 
μασ πω «ϱὁ ------------- -- ϱ» - . τα --] 
αςὃ ε πο τὃξο ε ε ερ: ος ρ 
εδ ρ ρ 
ΦρΞρίθ)Ξ 95ρ 


Ἱ πεισοεςθ τΓεσςθ Ἱ Γεςρςθ 


(σχήμα 46) 


2.2.2. Εξισώσεις κωνικών τομών σε Καρτεσιανές συντεταγμένες 

Εάν Ε είναι η Εστία της κωνικής τοµής και (ζ) η διευθετούσα ευθεία, τότε κάθε σηµείο µιας 
ἀ(Σ,Ε) 6 

α(Σ, 


κὠνικής τοµής επαληθεύει την εξίσωση : 


(α) ε«1ἠε»1 


Οι Ελλείψεις και οι Υπερβολές έχουν έναν άξονα συμμετρίας ο οποίος περιέχει τις 2 Εστίες 
τους (εστιακός άξονας) και είναι κάθετος στην διευθετούσα (δ) , καθώς και ένα δεύτερο 
άξονα συμμετρίας ο οποίος είναι κάθετος στον εστιακό άξονα. Αρχικά τοποθετούµετο Ο(0,0) 


σε µία Εστία της κωνικής τοµής (σχήμα 47). 


77 


(σχήμα 47) 


α(Σ,Ε) 
α(Σ(6)) 


(κ «Ε δ)2 95 χ2 «ΥΣ Ξ εξχ2 -- 2ε2χδ -- ε2δ2 (1 -- ελλκ2 «γ2-2ε.ε.δ.χ--(ε: 


Ξε«α(Σ,Ε)Ξε- ά{Σ, (ζ)) 95 ἆλ(Σ,Ε) Ξ εἲ . ἀλ(Σ,(0)) 95 12 εγ2Ξεξ. 


δ)2Ξ0 ο ο εκ με αρέα μι 
ρΞε 


Θα γίνει προσπάθεια να απλοποιηθεί η καρτεσιανή εξίσωση της κωνικής τοµής η οποία 
προέκυψε. Για τον λόγο αυτό θα μεταφέρουμε το κέντρο του Καρτεσιανού συστήµατος από 
την Εστία στο σηµείο τοµής των 2 αξόνων συμμετρίας της Κωνικής τοµής το οποίο είναι και 
κέντρο συμμετρίας λόγων καθετότητας των αξόνων συμμετρίας. Αρχικά θα προσδιορισθούν 
τα σηµεία τοµής της Κωνικής Τοµής µε τον άξονα Χ'χΧ θέτοντας στην Καρτεσιανή εξίσωση που 


προέκυψε ΥΞ0. 
1--ε2) «χ2-ενγζ- 2ρ.ε.χ-ρ2-θ05(1-ε2).σ2- 2ρ.ε.χς-τῃ2Ξ0 
υὸ --2ρ Ρ : Ρ Ρ 
Υ- 


Επιλύοντας αυτήν την δευτεροβάθμια πολυωνυμική εξίσωση, προκύπτουν 2 ρίζες οι οποίες 


- - 
είναι οι τετµηµένεςτων σημείων Ῥ (- ) ϱ) .καιιο (, 0) ει 


1--ε2” 


Ρε-Ρ /ΡεΗΡ 
Το µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος ΡΩ είναιτο:Ω -- 0] --«ΞΩ (τς ϱ) το 


οποίο είναι και το κέντρο συμμετρίας της αντίστοιχης Κωνικής Τοµής. Για να μεταφερθεί 


(προς τα δεξιά της Εστίας Ε) το κέντροτου Καρτεσιανού συστήµατος στο Ω προκύπτει: 


7δ 


και αντικαθιστώντας τα Χ, Υ στην Καρτεσιανή εξίσωση της Κωνικής Τοµής: 


ρε 


ο) ΥΣ --2ρε(κε τν) --ν]-ο 


1 -- ε2)κ2 -Ε γ2 --2ρεκ--ϱ2 Ξ 0 95 (1 -- ελ) (Χ 
 -ελκλ αγ’ -"2ρεκ-ρ ο -ελίκης --- 


Χ(1 -- ελ) «Ε ρε} Χ(1 -- εξ) «ρε 
σα -ώποω- --2Ρε: σπα ον. ΕΥΖ--ϱ2Ξ0 
Χ2(1 -- ε2)2 -- 2ΡεΧ(1 -- ε2) -- ρϱ2ε2 -- 2ΡεΧ(1 -- ε2) -- 2/2ε2 --Υ2(1 -- εξ) -- ϱ2(1 -- ε2) 
«5 -- 
1 -- εξ 
95 Χ2(1 -- ε2)2 -- ρ2ε2 ΕΥ2(1 -- ε2) --ρὸ Ε ϱ2ε2 - 0 95 Χ2(1 -- ε2)2 ΕΥ2(1 -- εξ αν ρ2 
Χ2 Υ2 
Ξ1 


95 -------- 
α Σο 1 εν 


Παρατηρούμε πως εάν ε»Σ1, τότε ο παρανοµαστής του 2ου κλάσματος είναι αρνητικός και η 


εξίσωση γίνεται 


Χ2 Υ2 Χ2 Υ2 ) 
Ίο ------ᾱ--- 1,(Υπερβολή) 


----ο--ἵ-ὕ--ἵ- --------- 
το) τες 5) επ 


εξ --1 


Όταν ε«1, τότε ο παρανοµαστήςτου 2ου κλάσματος είναι θετικός και η εξίσωση γίνεται 


κ 1 ---ε- 1 (Έλλειψη) 


(8) εΞι 


Ξεκινώντας απὀ την αρχική Καρτεσιανή εξίσωση των Κωνικών Τομών (όπου το Ο(0,0) 

ταυτίζεται µε την Εστία) , και αντικαθιστώντας εξ1 για την Παραβολή, προκύπτει: 

(1 -- εἰ) «κ2-εγ2-2ρ-ε.χ-μρ2Ξ0 5 Υ2 --2ρΧΞ Ρ2,(ρΞ εδ). Τον άξονα Χ'χ όπου 
ξ- 

βρίσκεται και η Εστία της Παραβολής, η καμπύλη τον τέμνει όταν γΞ0: 

ΥΣ -- 2ρΧΞ ϱ250-- 2ρΧΞ Ρ2 κ - , δηλαδή στο σηµείο (-ρ/2,0). Στη συνέχεια 


μεταφέροντας το κέντρο του Καρτεσιανού συστήµατος στο σηµείο Ω(-ρ/2,0) το οποίο 
βρίσκεται “αριστερά” του προηγούμενου κέντρου, προκύπτει : 


ο . .. 
2.» 21 
Υξυγ ΥΞΥ 
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Αντικαθιστώντας στην καρτεσιανή εξίσωση της Παραβολής έχουµε: 
Υ; --2ρΧ-- Ρ2,{ρ-- εδ) ΘΥ2 -2ρ(Χ--5) 5 β 6Υ2 --2ΡΧ -Ε ρ2 Ξ ΙΡ: ε» 


Υ2 Ξ 2ΡΧ, (Παραβολή) 


Παρατήρηση 


Τελικά, ξεκινώντας από τους γεωμετρικούς ορισμούς του Μέναιχµου και του Απολλώνιου, 
και στην συνέχεια στο γεωμετρικό θεώρηµα-ορισµότου Πάππου και µε επιλογή καταλλήλων 
συστηµάτων συντεταγμένων, προέκυψαν οἱ γνωστές εξισώσεις των κωνικών τοµών σε 
αλγεβρικό πλαίσιο. Αξίζει να σημειωθεί πως σήµερα στην Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση 
υπάρχει µόνο το αλγεβρικό πλαίσιο διδασκαλίας των κωνικών τοµών, και δεν “χωράει” 
κανένα άλλο πέρασμα στα υπόλοιπα πλαίσια, και ιδιαίτερα στο γεωμετρικό. Σύµφωνα µε 
τον Ώιναί (1993), ο συντονισμός πολλών πλαισίων της ιδίας έννοιας, αποτελεί απαραίτητη 
προὐπόθεση για την παραγωγή της γνώσης. Ο ΒΏιναί πιστεύει ότι οποιαδήποτε μαθηματική 
έννοια θα πρέπει να µπορεί να αποτελέσει αντικείµενο συντονισµένων αναπαραστάσεων σε 


τουλάχιστον δύο διαφορετικά πλαίσια (γδρἰςίεις) για να ελέγχεται έγκυρα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο: “Διδασκαλία της έννοιας της Παραβολής ἃ μαθηματικές μηχανές” 
3.1 Διδασκαλία της έννοιας της Παραβολής 


Στην δευτεροβάθμια εκπαίδευση η συνηθέστερη προσέγγιση των κωνικών τοµών εἶναι µέσω 
της αναλυτικής γεωμετρίας (δηλ. οι κὠνικές ως επίπεδοι γεωμετρικοίτόποι που ικανοποιούν 
τις εξισώσεις του δεύτερου βαθμού που προκύπτουν απὀ ορισμένες µετρικές σχέσεις). 
Όμως πολύ από το νόηµα των κωνικών τοµών έχει χαθεί. Οι τετραγωνικές µορφές µετρεις 
μεταβλητές θεωρούνται ως ειδικές περιπτώσεις τετραγωνικών μορφών µε (ν--1) μεταβλητές, 
ορίζοντας υπερτετραγωνικές ν-διαστάσεων σε πολύπλοκο προβολικό χώρο. Όμως 
χρησιμοποιούνται όροι όπως “κώνος”, “κύλινδρος”, “διάμετρος”, “άξονας”. Οι Βοιιβρακὶ 
(1974) ισχυρίζονται ότι στην αναζήτηση µιας όλο και μεγαλύτερης “αφαίρεσης”, θεωρήθηκε 
πολύ ελκυστικό για τη διατήρηση της ορολογίας που προέκυψε απὀ τη µελέτη περιπτώσεων 
σε δύο και τρεις διαστάσεις απὀ την κλασσική Γεωμετρία και την επέκταση της και στην 
περίπτωση των ν-διαστάσεων, επειδή η Γεωμετρία έχει μετατραπεί σε µια παγκόσμια 


γλὠσσα γιατα σύγχρονα Μαθηματικά. 


Στο ερώτημα “τι είναι οι κωνικές τομές”, μπορούμε να τις θεωρήσουμε αναλυτικά ως 
καμπύλες δευτέρου βαθμού, συνθετικά σε τρισδιάστατο χώρο ως κατάλληλες τομές ενός 
κώνου απὀ ένα επίπεδο, στο επίπεδο ὡς γεωμετρικοί τόποι που ικανοποιούν μερικές 


µετρικές συνθήκες. 


Ο ΒΓίαπ Βο[ΐ (1991) περιγράφει πως απὀ την βιομηχανική επανάσταση και µετά δηµιουργή- 
θηκε πληθώρα έξυπνων μηχανών και μηχανισμών, ἑνα πραγµατικό θησαυροφυλάκιο µε 
παραδείγματα “σχημάτων που αλληλεπιδρούν µε άλλα σχήµατα που βρίσκονται σε κίνηση”, 
η µελέτη των οποίων θα δώσει τόσο µεγάλη εικόνα γιατις χωρικές σχέσεις. Παραδοσιακά οι 
καθηγητές Μαθηματικών πρσεγγίζουν την διδασκαλία της Γεωμετρίας µε έναν πολύ στατικό 
τρόπο, ενώ η εισαγωγή των “γεωμετρικών μετασχηματισμών” κατά τη δεκαετία του 1960 


ήταν σε µεγάλο βαθµό αφηρημένη και φάνηκε να έχει µικρή σχέση µετον πραγµατικό κόσµο. 


Η αλλαγή «παραδείγματος» από µια στατική άποψη του χώρου, στη δυναμική άποψη που 
καθίσταται δυνατή µέσα από τη διδασκαλία των γεωμετρικώὠν μετασχηματισμών µπορεί να 


αποτελέσει το σπόρο µιας εντελώς νέας προσέγγισης της αντίληψηςτου χώρου. 


Η Δυναμική είναι ο Κλάδος της αναλυτικής Μηχανικής που αφιερώνεται στη µελέτη της 
κίνησης των σωμάτων και των δυνάµεων καιτων ροπών που µπορεί νατην παράγουν. 
Ωστόσο, δεδομένου ότι οι γεωμετρικοί προβληματισμοί διαδραματίζουν σηµαντικό ρόλο στη 


Δυναμική, ένα πρὠτο βήμα στη µελέτη της Δυναμικής εἶναι η µελέτη των καθαρά 


81 


γεωμετρικὠν πλευρών της κίνησης. Η θεωρία της κίνησης ανεξάρτητα από τους παράγοντες 


που την παράγουν ονομάζεται Κινηματική. Η Κινηματική είναι η γεωμετρία της κίνησης. 


Σε µια αναζήτηση τρόπων συγκρότησης µιας "γεωμετρίας της κίνησης", η µελέτη της 
λειτουργίας των μηχανών µπορεί να προσφέρει ένα ελκυστικό περιβάλλον και µια πλούσια 
πηγή γεωμετρικών ιδεών. Ακολουθώντας µια τέτοια προσέγγιση, αυτό που ανακαλύπτει 
κάποιος απο την πρώτη στιγµή είναι ότι οι χωρικές έννοιες που σχετίζονται µε «κινούμενα 
σχήματα» είναι συχνά εντελώς διαφορετικές απο εκείνες της Κλασσικής γεωµετρίας.Η 
γεωμετρία των κινούμενων σχημάτων αναδεικνύει άλλες έννοιες απὀ εκείνες που 


εμπεριέχονται στα θεωρήματα του Ευκλείδη. 


Από τα µέσα της δεκαετίας του 1960, όταν πολλοί επιστήμονες και εκπαιδευτικοί 
συνειδητοποίησαν τη σηµασία της μελέτης του χώρου µέσω της κίνησης οι διάφοροι τύποι 
μηχανών/ μηχανισμών άρχισαν να αποτελούν µέρος της εκπαιδευτικής διαδικασίας και της 
επιστηµονικής διερεύνησης. Η σχέση μεταξύ Μαθηματικών και Τεχνολογίας µέσω 


Κινηματικής είχε ήδη αναδειχθεί απο το Ρώσο μαθηματικό ΤεΠεΟΥΕεΠεΠΗ το 1873. 


Το 1873, ο ρώσος μαθηματικός ΤΕεΠΕΡΥΕΠΕΠΗ έγραψε στο δγ|Ινεςίετ, διάσηµο ἀάγγλο 
μαθηματικό, παροτρύνοντάς τον να ασχοληθεί µε την Κινηματική ως µια περιοχή πιο 
καρποφόρα από τη γεωμετρία γιατί προσθέτει να προστεθεί µια τέταρτη διάσταση, αυτή της 
Κίνησης. Ο δγγνεςίει, απέκτησε εμμονή µε την Κινηματική και πέρασε µεγάλο µέρος του 
χρόνου του εκθειάζονταςτις αρετές της σε δηµόσιες διαλέξεις στη Βρετανία και τις ΗΠΑ. Ο 
Κεπιρε ακολούθησε τον δγ|νεςῖεγ, αλλά οι ιδέες τους δεν κατάφεραν να διεισδύσουν στον 
εκπαιδευτικὀ χώρο, γιατἰ η προσέγγισή τους ήταν ακαδημαϊκή και απέτυχαν να 


εκμεταλλευτούν τις πρακτικές εφαρµογέςτου θέµατος. 


Η βιομηχανική επανάσταση µας έδωσε πληθώρα μηχανισμών για µελέτη, ανάλυση και 
ταξινόμηση, αλλά µε λίγους εξαιρέσεις το εκπαιδευτικό σύστημα αποδείχθηκε εξαιρετικά 
τυφλό σε σχέση µε την εκμετάλλευσή τους. Μέχρι πρόσφατα. Αλλά και πάλι, μεγαλύτερη 
έµφαση δίνεται στο αποτέλεσµα της κίνησης, παρά στις γεωμετρικές σχέσεις και αρχές που 


την διέπουν. 


Η θεωρία των “αρθρωτών συστηµάτων”, που αναπτύχθηκε σε σχέση µε την Κινηματική, 
αφενός, και η θεωρητική επεξεργασία των γεωμετρικὠν μετασχηματισμών, αφετέρου, 
επέτρεψαν τον χαρακτηρισμό των αλγεβρικών καμπυλών (που περιλαμβάνουν και τις 
κωνικές τομές) ὡς καμπύλες που μπορούν να χαραχθούν από αρθρωτούς μηχανισμούς. 


(Βιςς!, 2017). 
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Το πραγµατικό πρόβλημαπου αντιμετωπίζει η διδασκαλία των Μαθηματικών δεν είναι αυτό 
της αυστηρότητας, αλλά το πρόβλημα συγκρότησηςτου “νοήματος”, αλλά καιτης “ὐπαρξης” 
των μαθηματικών αντικειμένων στον νοητό κόσµο (Τήοηι, 1973, σελ. 202). Ο φΦορμαλισμός 
των σύγχρονων Μαθηματικών δεν είναι φυσικός στην εκπαίδευση, υποστηρίζει ο ΤΠοηι, 
απαραίτητος µόνο σε αριθμητικούς και αλγεβρικούς υπολογισμούς, και η σηµασία της 
αυστηρότητας στα Μαθηματικά υπερτιμάται. Η “έννοια” συνδέεται µε την ύπαρξη των 
μαθηματικών αντικειμένων στον νοητό κόσµο. Ο ΤΠΟΠΙ διαπιστώνει ότι η άποψη κάποιων 
για την εξάλειψη της στοιχειώδους Γεωμετρίας απὀ την εκπαίδευση έτσι ώστε να 
δημιουργηθεί περισσότερος χώρος για τον Λογισμό καιτη γραμμική Άλγεβρα, δεν είναι ορθή 
επειδή τα αλγεβρικά αντικείµενα (τα σύμβολα) είναι (σημασιολογικώς) πολύ φτωχά έτσι 
ώστε να γίνει κατανοητό τι ακριβώς συμβαίνει µε ένα χωρικό σχήμα. 

Στα τέλη του εικοστού αιώνα, ὠστόσο, σημειώθηκε η διάλυση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας 
και της απόδειξης στα σχολικά Μαθηματικά πολλών κρατών (ναη Βοιπιοἱεη, 1977), µε 
αποτέλεσµα (ά4ε Ν]μίεις, 1991) οι µαθητές συχνά να µην κατανοούν το σκοπό των 
μαθηματικών εννοιών και αποδείξεων, και να βασίζουν την πεποίθησή τους σε εμπειρικά 
στοιχεία ή στην αυθεντία ενός εγχειριδίου ή του δασκάλου. 

Λαμβάνοντας υπόψη, για παράδειγµα την παραβολή, είναι προβληματικό, σύµφωνα µε την 
Βαγῖο[ἰΠἰ Βιιςςσἰ (2005) να ορίσουμε µια κωνική τοµή αλγεβρικά, γιατί δεν είναι δυνατόν να 
οικοδοµήσουµε τη σημασία των κωνικών τοµών µόνο µε µια µονόπλευρη προσέγγιση, όπως 
για παράδειγµα, µέσω του πιο διαδεδοµένου αλγεβρικού ορισμού. Θα ήταν επίσης λάθος να 
παραμείνουµε µόνο στο ευκλείδειο σύστημα Γεωμετρίας, όταν επιδιώκουμε να 
κατανοήσουμε την έννοια των κωνικών τομώὠν. 

Το µεγάλο πρόβλημα στα Μαθηματικά του σχολείου σήµερα, είναι ότι οι έννοιες και οι 
μέθοδοι αντιμετωπίζονται συχνά μεμονωμένα. Ένα παράδειγµα που απεικονίζει καλά αυτό 
το διδακτικό Φαινόμενο είναι η έννοια της παραβολής. 

Στα σχολικά Μαθηματικά υπάρχουν αρκετά προβλήματα και τεχνικές που σχετίζονται µε 
αυτήν την “κλασική” καμπύλη: 

9 ἩΗ έννοια της τετραγωνικής ρίζας, όπου το δευτεροβάθµιο μονώνυμο χρησιµο- 
ποιείται συχνά ως βάση για την επέκταση της έννοιας του αριθμού από ρητούς σε 
πραγματικούς αριθμούς. 

9 ἩΗ λύση των δευτεροβάθµιων εξισώσεων, όπου η “παραβολή” χρησιµοποιείται 
συχνά ὡς βάση για την επέκταση της έννοιας του αριθμού από πραγματικούς σε 


μιγαδικούς αριθμούς. 
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9 Το δευτεροβάθμιο τριώνυµο είναι το παράδειγµα για τη σύνδεση μεταξύ ριζών και 
παραγοντοποίησης των πολυωνύμων. 

9 ΤΟ δευτεροβάθμιο τριώνυµο συχνά χρησιμεύει ὡς παράδειγµα για τη µελέτη των 
παραγώγων και των προβλημάτων βελτιστοποίησης. 

9 ἩΗπαραβολή ωςχαρακτηριστικό παράδειγµα μαθηματικής μοντελοποίησης, π.χ.των 


αντανακλάσεων (παραβολικές κεραίες) καθώς και της κίνησης των βλημάτων. 


Η παραβολή έχει ένα ενδιαφέρον και πλούσιο ιστορικό παρελθόν. Η µελέτη των ιστορικών 
στοιχείων µπορεί να αποτελέσει πηγή έµπνευσης για τη διδασκαλία της. 

Μετά την έλευση της αναλυτικής Γεωμετρίας, κυρίως στο έργο του Ώεσεβγίες καιτου Εεγηιαϊ, 
όπου η αλγεβρική συμβολική απεικόνιση ήταν σηµαντική, µια γραµµή (καμπύλη) μπορούσε 
να περιγραφεί µέσω των συντεταγμένων και να μελετηθεί αλγεβρικά, μετασχηματιζόµενη 
απὀ ένα γεωμετρικό σε ένα αλγεβρικό αντικείµενο. 

Για να κατανοήσουμε τη σύγχρονη μαθηματική προσέγγιση της παραβολής, εἶναι 
απαραίτητο να δούµε πὠς ο Βεςεαγίες µετακινείτη μαθηματική σκέψη απὀτο σύστημα των 
ιδεών του κόσμου του Μέναιχµου καιτου Απολλώνιου, σε ένα νέο σύστηµα ιδεών στο οποίο 
αντικείμενα όπως η παραβολή επαναπλαισιώνονται και επαναπροσδιορίζονται. 

Για παράδειγµα, στο πλαίσιο της αλγεβρικής παρουσίασης της παραβολής ως τετραγωνική 
συνάρτηση, η απάντηση στο ερώὠτηµμα του ἀν η καμπύλη είναι περισσότερο ή λιγότερο 
“κλειστή” ή “ανοικτή”, συσχετίζεται µε το συντελεστή του τετραγωνικού όρου (για την ίδια 
τιµή του Χτότε 3χ2 «4χ2), και µπορεί να δοθεί πριν από την ερμηνεία της σε ένα διάγραμμα. 
Όμως στον γεωμετρικό τρισδιάστατο ορισμό της παραβολής, η αυξανόμενη “ευρύτητα” της 
καμπύλης συνδέεται µε το κατά πόσο η τοµή του κώνου µε το επίπεδο γίνεται πιο µακριά 
από την κορυφή του κώνου (μεγαλύτερη παράμετρος ϱ). 

Ενώ η στενή συγγένεια μεταξύ των τριών κὠωνικών τοµών έχει την προέλευσή της σε µια 
σταδιακή αλλαγή µέσα στην κατασκευή (η γωνία ενός επιπέδου τοµής σε σχέση µε τον κώνο 
ή το μέγεθος της έλλειψης ή περίσσειας µιας εφαρμοσμένης περιοχής-εμβαδού), για τον 
Καρτέσιο είναι θέµα της σταδιακής αλλαγής των συντελεστών σε µια τετραγωνική αλγεβρική 
εξίσωση µε δύο μεταβλητές. Με την ενδιάµεση αναπαράσταση των αποστάσεων ὡς 
αλγεβρικά σύμβολα (μέθοδος του ΒεςεαΓγίες), εισάγοντας ένα σύστημα συντεταγμένων, 
στην παραβολική καμπύλη δημιουργήθηκε ένα εννοιολογικό µίγµα που αποτελούσε µια 
παραδειγματική μεταμόρφωση της έννοιας. Από µια συγκεκριμένη δράση σε ένα Φυσικό 
αντικείµενο (τοµή ενός κώνου και ενός επιπέδου) η παραβολή, µε µια ιστορική 


μεταμόρφωση, αναπαρίσταται µέσα στο σηµειωτικό πλαίσιο αναφοράς της Άλγεβρας. Με 
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την ανάπτυξη αυτού του πλαισίου αναφοράς, µέχρι σήµερα άγνωστα μαθηματικά 
“αντικείμενα” αποκαλύφθηκαν πέρα από τον μετασχηματισμό, και τη γενίκευση αυτής της 
µορφής αναπαράστασης. Ρίχνοντας µια νέα µατιά βρέθηκαν νέα σηµαντικά θέµατα, αλλά 
και τα παλαιά εξετάστηκαν µε νέους τρόπους (ΒεΓρςίεη, 2019). Η µέθοδος του Πεςοβγίες 
έγινε περισσότερο γνωστή στο σύγχρονο κοινό απὀ τη μετάφραση και προσθήκη σχολίων 
στα Λατινικά το 1649 απὀ τον ΕΓ8ης ναη 5εΠοοϊεη. Αξίζει να σημειωθεί ότι ο Καρτέσιος δεν 
σχεδίασε δύο κάθετους άξονες συντεταγμένων και χρησιμοποίησε µόνο θετικἑἐς 
συντεταγμένες. Ένα “σύγχρονο” σύστημα συντεταγμένων βρίσκεται για παράδειγµα στον 
Νεννίοη. Ο ΒεςεαΓίες/(βος, 1981) αντιμετώὠπισετις καμπύλες είτε ως λύση ενός προβλήματος 
(µιας κατασκευής) είτε ως µέσο εύρεσης λύσεων. Το θέµα της χάραξης των καμπυλών µε 
"κάποια κανονική/συνεχή κίνηση" που να επιτρέπει να βρεθούν όλατα σηµείατης, έτσι ώστε 
οι τοµές µε άλλες γραµµές να είναι δυνατόν να κατασκευαστούν επακριβώς (και όχι 
προσεγγιστικά), το αντιμετώπισε στην πράξη ο ΕΓ8ης ναη 5εΠοοῖεη, κατασκευάζοντας σχετικά 


όργανα σχεδίασης (μηχανισμούς) κωνικών τοµών. 


3.2. Μηχανές, μηχανισμοί 8. μαθηματικές μηχανές 

Για πρὠτη φορά η λέξη “μηχανή” εμφανίστηκε στα κείµενα του Οµήρου (8ος π.Χ. αι.). Είναι 
γνωστή η προσφορά του Αρχιμήδη (3ος π.Χ. αι.) στην κατασκευή μηχανών, αλλά και η 
μηχανική µέἐθοδός του για την ανάλυση προβλημάτων στα Μαθηματικά όπως η 
εµβαδομέτρηση επιπέδων επιφανειών µε ακανόνιστο περίγραμμα. Στη συνέχεια ο Ἠρων ο 
Αλεξανδρεύς (1ος μ.Χ. αι.) ταξινόµησε τις μηχανές δεχόμενος ότι αποτελούνται από πέντε 
στοιχεία (μοχλός, σφόνδυλος, κοχλίας, σφήνα, τροχαλία) και µε τις μηχανές του έγινε η 
απαρχή κατασκευής θερµικών μηχανών. Ο Ι6οηαΓγάο ἄα ΝΜἰποί (1452-1519) μελέτησε την 
µεταφορά δυνάµεων µε οδοντωτούς τροχούς και τροχαλίες, την φθορά των εδράνων, την 
δοκιµή των κοχλιών, τις τριβές. Ο Μαθηματικός Ι6οπ/μαγα Εω[ει (1707-1783) έκανε στατική 
ανάλυση ιµάντων και κατένειµε τους οδοντωτούς τροχούς. Αργότερα ο γερμανός Βειεαιιχ 
(1875) ταξινόµησε εκ νέου τις μηχανές ορίζοντας πως αποτελούνται απὀ έξι βασικά στοιχεία 
(στρόφαλος, τροχός, κάµα, κοχλίας, στοιχεία διακοπτόµενης κίνησης, ελαστικά στοιχεία). Οι 
Ηγρεης, Ιαννίς και ΒιεΚκιπρΏαπι ανέπτυξαν θεωρία για τους οδοντωτούς τροχούς. Οι 
ΦΟΙΠΊΠΙΕΓΙΘΙά και ΜΙἴοΠεΙΙ δημιούργησαν πρακτική θεωρία της λίπανσης. Ο Β8ΕΗ µελέτησετις 
επιτρεπόµενες τάσεις και έκανε τεχνικούς υπολογισμούς στα στοιχεία μηχανών. Επίσης οι 
οἴΓίρεικ και ῥΡαπιρΓεπι έφτιαξαν μέθοδο υπολογισμού των αντιτριβικώὠν εδράνων 


(Δημαρόγκωνας, 1985). 
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Σύμφωνα ακόµη µε τον Δημαρόγκωνα (1985), η ανάπτυξη της Μηχανολογικής Επιστήμης 
δημιούργησε τους κλάδους: (α) της Αντοχής Υλικών, (β) της Μηχανικής, (Υ) της 
Θερμοδυναμικής, (δ) της Μηχανικής των Ρευστών, και (ε) τα Στοιχεία Μηχανών. Οτελευταίος 
Κλάδος χρησιμοποιεί ὀλουςτους προηγούμενους για τον σχεδιασμό καταλλήλων τµηµάτων 
των μηχανών, τα οποία ονομάζονται “στοιχεία μηχανών”. Γίνεται κινηματική και δυναμική 
ανάλυση της µηχανής και προκύπτουν διαστάσεις, ταχύτητες, δυνάμεις, θερμοκρασίες. Τα 
“στοιχεία μηχανών” συνδέονται στη συνέχεια μεταξύ τους µε ΄στοιχεία σύνδεσης” (κοχλίες, 
ήλοι, σφήνες, συγκολλήσεις). Επίσης χρησιμοποιούνται και τα “στοιχεία περιστροφικής 
κίνησης” (άξονες, ιµάντες, αλυσίδες, οδοντωτοί τροχοί, σύνδεσμοι) για µεταφορά ἡ 
μετατροπή µιας περιστροφικής κίνησης. Τέλος, για την μετατροπή µίας κίνησης σε µιας 
άλλης µορφής κίνηση χρησιμοποιούνται ειδικές μηχανές που ορίζονται ως “Μηχανισμοί”. Οι 
μηχανισμοί αποτελούνται από ειδικά στοιχεία μηχανών τα οποία ορίζονται ὡς “στοιχεία 
μετατροπής κίνησης”. Οι “Μηχανισμοί” αυτοί συνήθως μετατρέπουν : 

(α) Περιστροφική κίνηση σε Παλινδρομική κίνηση, (β) Παλινδρομική κίνηση σε Περιστροφική 
κίνηση, και (γ) Παλινδρομική κίνηση σε Παλινδρομική κίνηση. 

Σύµφωνα µε το Μαυρομάτη (1985), ως “Μηχανισμός” ορίζεται ένα σύνολο σωμάτων 
συνδεδεμένων μεταξύ των, ἐτσι ὡστε εάν δοθεί κίνηση σε ένα ή περισσότερα απὀ αυτά, τα 
υπόλοιπα κινούνται κατά προκαθορισμένο τρόπο. Τα σώματα του μηχανισμού µπορεί να 
είναι ράβδοι, οδοντωτοί τροχοί, βάκτρα, κάµες. Στη συνέχεια ως “Μηχανή” ορίζεται η ένωση 
κάποιων μηχανισμών. Η σύνδεση μεταξύ δύο σωμάτων ενός μηχανισμού ονομάζεται 
“άρθρωση” και επιτρέπει κάποια κίνηση του ενός σώματος ὡς προςτο άλλο. 

Σύμφωνα και µε τον Χόνδρο (1998) η επιστήµη που µελετά την κίνηση των μηχανών 
ονομάζεται “Κινηματική”. Η µελέτη της συμπεριφοράς και της απόδοσης των μηχανών 
ορίζεται ως “Κινηματική Ανάλυση”, ενώ η εκ των προτέρων µελέτη των διαστάσεων µιας 
μηχανής έτσι ὡστε να έχουµε το απαιτητό αποτέλεσµα ορίζεται ὡς “Κινηματική Σύνθεση”. 
Η ιδέα (η “ψυχή”) της µηχανής συνδέεται µε την µετατροπή κίνησης ή µε την μετατροπή 
ενέργειας. Στην πρώτη περίπτωση (αν και μεταφέρεται κάποια µορφή δύναμης ή ενέργειας) 
το κυριώτερο αντικείµενο είναι η µετατροπή κίνησης για την δηµιουργία συγκεκριµένης 
τροχιάς στο επίπεδο ἡ στον χώρο, και οι μηχανές καλούνται “Μηχανισμοί ὀδευσης”. Στην 
δεύτερη περίπτωση εντάσσονται οι “Μηχανισμοί μετάδοσης ή Μηχανισμοί συναρτήσεων” 
και το κύριο αντικείµενο τους είναι η µεταφορά κίνησης ή δύναμης απὀ την είσοδο του 
μηχανισμού (που κινείται σύµφωνα µε κάποιον νόμο) στην ἐξοδο του μηχανισμού (που 
πρέπει να κινηθεί µε άλλον νόμο). Μερικές Φορές υπάρχουν μηχανισμοί που είναι 


ταυτοχρόνως ὀόδευσης και μετάδοσης. 
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(εικόνα 5) Ο Μηχανισμός των Αντικυθήρων 


Ο Μαθηματικός /8ιηες Λα: (1736-1819), ήταν ο πρώτος εφαρμµοσμένος Κινηματικός που 
υλοποίησε το μηχανισμό µετις τέσσερεις αρθρωτές ράβδους καθώς και τους μηχανισμούς 
µε γρανάζια. Η ανάλυση και η σύνθεση των μηχανισμών προχωρούσε πολύ αργά μέχριπολύ 
πρόσφατα. Η χρήση παλαιών θεωριών των [μάννίρ ΕΓηςί Ηαης Βιγπιεςίε: (1840--1927) και 
ΕΓ8ηΖ Βει|εαιιχ (1829--1905), απὀ μοντέρνους Κινηματικούς όπως οι Εεγάϊπαπα Εγθδιαεηςίδἰη 
(1926--2006), και Ανδρέας Δημαρόγκωνας(1938-2000), ἐκαναν δυνατή την ευρεία χρήση των 
Μαθηματικών στην ανάλυση και σύνθεση επίπεδων ή χωρικών μηχανισμών (Χονδρός, 1998). 
Ιδιαίτερο είδος μηχανισμών αποτελούν οι «μαθηματικές μηχανές». Μια “Μαθηματική 
μηχανή” (η οποία σχετίζεται µε την Γεωμετρία) είναι ένα τεχνούργηµα σχεδιασμένο και 
κατασκευασμένο µε στόχο τον εξαναγκασμό ενός σημείου, ενός ευθυγράµµου τµήµατος ή 
ενός επίπεδου σχήματος να μετακινηθεί ή να µετασχηµατιστεί σύμφωνα µε έναν 
μαθηματικό νόµο ο οποίος έχει καθοριστεί από τον σχεδιαστή της μηχανής. (Βαγίοιἰηἰ Βιςς!, 


Μ... δι ΡεΓροἰα, Μ, 1996). 
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3.3. Βαθμοί ελευθερίας Μηχανών και Μηχανισµών 
Κάθε σώμα στον χώρο µπορεί να κάνει έξι κινήσεις {τρεις γραμμικές ὡς προς τους τρεις 
νοητούς άξονες συντεταγμένων, και τρεις περιστροφικές πέριξ των ιδίων αξόνων). Σε αυτήν 
την περίπτωση το σώμα ορίζεται πως έχει έξι βαθμούς ελευθερίας. Η ἀρθρωσή του στη 
συνέχεια µε άλλο σώμα μειώνει τους βαθμούς ελευθερίας που εἰἶχε. Οι κινηµατικές 
αρθρώσεις µετην σειρά τους ταξινομούνται (α) σύµφωνα µετους βαθμούς ελευθερίαςτους, 
και (β) σύµφωνα µε το εάν είναι ισχυρές ή ευαίσθητες αρθρώσεις (εικόνα 6). Στην πρώτη 
κατηγορία ὡς παραδείγματα αξίζει να αναφερθούν η “περιστροφική”, η “ολισθητική” και η 
"ελικοειδής” άρθρωση ενός βαθμού ελευθερίας ή 51: τάξεως, καθώς επίσης η “κυλινδρική” 
δύο βαθμών ελευθερίας ή 4/5 τάξεως και η “επίπεδη” και “σφαιρική” µε τρεις βαθμούς 
ελευθερίας ή 315 τάξεως. Στην δεύτερη κατηγορία, ισχυρή άρθρωση θεωρείται η “επίπεδη”, 
η “ολισθητική” και η “περιστροφική”, ενώ ως ευαίσθητη µπορεί να θεωρηθεί η΄“κάµα µετον 
ακόλουθό της” και οι “οδοντωτοί τροχοί” (Μαυρομάτης, 1985). 
Ο Μαυρομάτης (1985) ορίζει επίσης την “κινηματική αλυσίδα” ὡς διαδοχικά συνδεδεμένα 
µε αρθρώσεις µέλη ενός μηχανισμού. Οι κινηµατικές αλυσίδες ταξινομούνται ως εξής: 

9 Απλές κινηµατικές αλυσίδες ορίζονται όσες έχουν το πολύ δύο αρθρώσεις σε κάθε 

µέλοςτους. 
9 Σύνθετες κινηµατικές αλυσίδες ορίζονται όσες έχουν µέλος µετρεις αρθρώσεις. 
9 Κλειστές κινηµατικές αλυσίδες ορίζονται όσες έχουν τουλάχιστον δύο αρθρώσεις σε 
κάθε µέλοςτους. 

9 Ανοιχτές κινηµατικές αλυσίδες ορίζονται όσες έχουν µέλος µε µία άρθρωση. 
Στη συνέχεια δίνεται ένας ισοδύναμος ορισμός του Μηχανισμού: 
“Μηχανισμός ορίζεται η κινηματική αλυσίδα που έχει έναν κρίκο αναφοράς (µέλος 
αναφοράς) ως προς τον οποίο οἱ άλλοι κρίκοι (µέλη) εκτελούν µονοσήµαντα ορισμένη 
κίνηση, έχοντας όµως ήδη δεδομένη κίνηση για κάποιον ή κάποιους κρίκους (οι οποίοι 
καλούνται “είσοδος” ή “κινητήρια µέλη”). Ο κρίκος δε που εκτελεί την κίνηση για την οποία 
έχει φτιαχτεί ο μηχανισμός, καλείται “έξοδος” ή “κινούμενο µέλος”. Ο κρίκος αναφοράς 


καλείται “σώμα” και συνήθως είναι ακίνητο µέλοςτης αλυσίδας”(Μαυρομάτης, 1985). 


Βαθμός ελευθερίας ή βαθμός κινητικότητας (ΒΕ) ενός μηχανισμού είναι το πλήθος των 
κρίκων των οποίων η δεδομένη κίνησή τους, κινεί µονοσήµαντα (ως προς το σώμα) όλους 
τους υπόλοιπους κρίκους. Επίσης υπάρχει η σχετική εξίσωση “ΚιϊΖρᾶςΠ ή (Π6βγςςοεν”, η 
οποία αφορά µόνο επίπεδους μηχανισμούς καιτον υπολογισμό του βαθμού ελευθερίαςτου 


μηχανισμού. Κάθε µέλος (κρίκος) ενός επίπεδου μηχανισμού µπορεί να κάνει το πολύ τρεις 
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ανεξάρτητες κινήσεις στο επίπεδο. Επίσης οι µόνες αρθρώσεις που διατηρούν την επίπεδη 
κίνηση είναι οι 50) και 45) βαθμού (δηλαδή µε ένα ή δύο βαθμούς ελευθερίας). Η εξίσωση 
διατυπώνει πως Ν Ξ 3(η-1) -- 2: - ἓλ ὀπου ως ΔΝ συμβολίζεται ο βαθμός ελευθερίας της 
μηχανής, Π το πλήθος των µελών του μηχανισμού όπου συνυπολογίζεται και ο κρίκος 
αναφοράς ή σώμα, ἔι το πλήθος των αρθρώσεων µε 1 ΒΕ ή 5ης τάξεως, και Ώτο πλήθος των 
αρθρώσεων µε 2 ΒΕ ή 4ης τάξεως. Ουσιαστικά από το μέγιστο πλήθος των ΒΕ που έχουν τα 
κινητά µέλη (κρίκοι) της κινηµατικής αλυσίδας κινούμενα στο επίπεδο, αφαιρείταιτο πλήθος 
των επίπεδων δεσμεύσεων που δημιουργούν οι αρθρώσεις μεταξύ των µελών της αλυσίδας 


(Μαυρομάτης, 1985). 


κά κ.λ 


ΡαΙσματις (Ρ) 
εενοιυτε (4) 


στι Γνοαίσαι (ς] 


ΞΡΗΕΑΊ ΑΙ (6] 


(εικόνα ϐ) 
Έστω (Μ1) και (Μ2) δύο µέλη ενός μηχανισμού και (Σι2) η μεταξύ τους κινηματική σύνδεση. Η 
(Σ12) καλείται κινηματική άρθρωση κατωτέρας τάξεως όταν σηµείο, ευθεία γραµµή ή 
επίπεδο του (Μι) συνεργάζεται, αντίστοιχα, µε σηµείο, ευθεία γραµµή ή επίπεδο του (Μ2). 
Η (Σ:2) καλείται κινηματική άρθρωση ανωτέρας τάξεως όταν καμπύλη γραµµή ή επιφάνεια 
του (Μι) συνεργάζεται, αντίστοιχα, µε καμπύλη γραµµή ή επιφάνεια του (Μ2). Για να 
αναλυθεί η κινητικότητα ενός μηχανισμού πρέπει κάπως να αποτυπωθεί ο μηχανισμός. Η 
µονογραμµική απεικόνιση χρησιµοποιείται για την απλοποιηµένη αναπαράσταση 
σύνθετων πραγματικών μηχανισμών. Σε απλούς μηχανισμούς, µε τη βοήθεια της 
µονογραμμµικής απεικόνισης, γίνεται κατανοητός ο τρόπος λειτουργίας (κινητικότητα) του 


μηχανισμού. Σε σύνθετους μηχανισμούς, αυτό δεν εἶναι προφανές και απαιτείται η 
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διατύπωση ενός συστηματικού τρόπου για τον υπολογισμό της κινητικότητας (ΜοβΙΠΙγ) ενός 


μηχανισμού (εύρεση πλήθους βαθμών ελευθερίας μηχανισμού). 


Σε µερικές περιπτώσεις επίπεδων μηχανισμών, υπάρχουν κάποια περιττά µέλη τα οποία δεν 
προσφέρουν κάτι στην συμπεριφορά του μηχανισμού. Όμως εάν δεν γίνει αυτό αντιληπτό, 
τότε είναι πιθανόν να προκύψει λανθασµένος βαθµός ελευθερίας απὀ την παραπάνω 
εξίσωση. Για παράδειγµα, απὀ το σχήµα 48 προκύπτει πως ο μηχανισμός δεν έχει βαθμούς 


ελευθερίας, ενώ αυτός όµως κινείται έχοντας έναν βαθµό ελευθερίας. 


νν-3-4-2-6-1-0-.0 

(σχήμα 48) 
Πράγματι, ο μηχανισμός αυτός έχοντας παραλληλόγραμμα όλα τα τετράπλευρα που 
εμφανίζονται στο σχήµα 4, καθώς και στις αρθρώσεις Α και Β µόνο κύλιση επιτρέπεται, το 
µέλος ΑΒ είναι περιττό και δεν πρέπει να υπολογισθεί ως κρίκος της αλυσίδας. Επομένως 


ἐέχουµετο επόμενο σχήμα 49 που περιγράφει ορθά την λειτουργία του μηχανισμού. 


νν--3-3-2-4-1:0-1 
[σχήμα 49) 


Στους επίπεδους μηχανισμούς εφαρμόζονται δύο αναλύσεις: 
(α) Η Κινηματική ανάλυση, η οποία διερευνά την τροχιά των µελών της αλυσίδας, την 
νοµοτέλεια μεταβολής της ταχύτηταςτων µελώντης αλυσίδας καιτην νοµοτέλεια μεταβολής 
της επιτάχυνσης των µελών της αλυσίδας. 
(8) Η Δυναμική ανάλυση η οποία διερευνά τις δυνάµεις που ενεργούν στην αλυσσίδα 


επηρεάζοντας την κίνησή της καθώς και την ποιότητα λειτουργίας της. Ακολουθεί την 
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κινηματική ανάλυση και χρειάζεται τα αποτελέσματά που προκύπτουν απὀ την κινηματική 
ανάλυση. 
Οι σπουδαιότεροι μέθοδοι κινηµατικής ανάλυσης επίπεδων μηχανισμών είναι: 

9. ἨΗγραφοαναλυτική μέθοδος. 

9 ἨΗ αλγεβρική μέθοδος. 


 ἨΗ μέθοδος ανάλυσης στο μιγαδικό επίπεδο. 


Όσον αφορά δε τον σχεδιασμό μηχανών και μηχανισμών καθώς και την προσοµοίωσητους, 
υπάρχει πλέον µεγάλη διευκόλυνση λόγω της χρήσης ηλεκτρονικών υπολογιστών και 
μπορούν να εφαρμοσθούν υπολογιστικές µέθοδοιοι οποίες αλλιώς θα απαιτούσαν τεράστιο 
αριθµό πράξεων, καθώς και χρονοβόρες και κοστοβόρες δοκιμές σε διάφορες φάσεις της 
κατασκευής. Τα συστήµατα (ϱΑΡ/(ςΑΜΙ/ΟΑΕ είναι βασικά προϊόντα της Βιομηχανίας 
Γραφικών ((οπιριµίεΓ (αγαρηίες Ιπαιςί(γ) που έχει σαν κύριο αντικείµενο τη σύνθεση, 
ανάλυση και επεξεργασία εικονικών παραστάσεων. Οι όροι 6ΑΡ/6ΑΜΙ/6ΑΕ προέρχονται από 
τα αρχικά των λέξεων (οπιριῖαΓ-Αἰάθα-Ώεσίρη, (οπιριΐει-Αἰαεά-Μαπιι{αεἴμΓίηβ, 6οπιρυΐεΓ- 
Αίαεα-Εηρβίπεςγίηρ. Επειδή οι όροι σχεδιασμός (ἀεςίρη) και τεχνική µελέτη (επρἰπεεΓίηρ) εν 
μέρει ταυτίζονται, ενώ συγχρόνως αναφέρονται τόσο στην εκτέλεση υπολογισμών, όσο και 
στην παραγωγή σχεδίων, έχει προκύψει ένας εννοιολογικός επαναπροσδιορισµός των 
παραπάνω όρων, ο οποίος έχει επικρατήσει στη διεθνή ορολογία. Όταν χρησιμοποιούµετον 
Η/Υ για εκτέλεση υπολογισμών έχουµε (οπιριίεΓ-Αἰάεα-Εηρίηεεγίηρ ((ΑΕ). Όταν παράγουµε 
µόνο σχέδια, έχουµε (οπιριῖεΓ-Αἰαεα-ῦγαβΠίηρ (6ΑΡ). Όταν έχουµε σύγχρονη παραγωγή 
σχεδίων και υπολογισμών έχουµε (οπιριῖεΓ-Αἰαάθα-Ώεσίρη απαά ὨγαΠίηπρ (6ΑΡΡ). Στην 
περίπτωση χρήσης του Η/Υ για διακίνηση πληροφοριών και παραγωγή καταλόγων έχουµε 
αυτό που λέγεται σαν (οπιριμίεΓ-Αἰάςεαά-ΑαπιίηίςϊιΓαϊἴίοη ((ΑΑ.). Τέλος, (οπιριῖθι-Αἰαεά- 
ΕηρἰηεεΓίηρ (6ΑΕ) είναιτο σύνολοτων παραπάνω, δηλαδή: 6ΑΕΞ(ΑΡΗΙΞΑΙ(ΑΡΡ{(ΑΑ. Σε ένα 
βήμα παραπέρα χρησιμοποιεί κανείς το 6ΑΕ για αυτόματη παραγωγή διαφόρων προϊόντων 


οπότε μιλάμε για ζοπιριῖεΓ-Αἰάςα-Μαπι[αοϊμγίηρ (6ΑΜΙ) (Μιχάλης Α. Σπίνος). 


Καθώς ο σχεδιασμός µε τη βοήθεια υπολογιστή έγινε πιο δημοφιλής, η αντίστροφη 
μηχανική έχει γίνει µια βιώσιμη μέθοδος για τη δηµιουργία ενός τρισδιάστατου εικονικού 
μοντέλου ενός υπάρχοντος φυσικού µέρους για χρήση µε 3Ώ «ΑΡ, «ΑΜ, «ΑΕ ή άλλο 
λογισμικό. Η διαδικασία αντίσροφης μηχανικής περιλαµβάνει τη μέτρηση ενός 
αντικειμένου και στη συνέχεια την ανακατασκευή του ὡς μοντέλο 3ΗΏ. Το φυσικό αντικείµενο 
µπορεί να μετρηθεί χρησιμοποιώντας τεχνολογίες τρισδιάστατης σάρωσης, όπως «ΜΜ, 


σαρωτέςλέιζερ, δοµηµένους ψηφιοποιητές φωτός ή βιομηχανική 6Τ 5εαηπίηρ (υπολογιστική 
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τομογραφία). Η αντίστροφη μηχανική χρησιµοποιείται για να φέρει την υπάρχουσα Φυσική 
γεωμετρία σε περιβάλλοντα ανάπτυξης ψηφιακού προϊόντος. Χρησιμοποιείται για 
παράδειγµα για τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί ένα προϊὀν, για το τι κάνει και για τα 
συστατικά του, για τον υπολογισμό του κόστους και για τον εντοπισμό ενδεχόµενης 


παραβίασης των διπλωμάτων ευρεσιτεχνίας (5γἱηίνᾶς ΡαΙἵΠερι). 


Το πρόβλημα της εύρεσης των ιδιοτήτων της εφαπτοµένης σε µια δεδομένη καμπύλη είναι 
ένα κλασσικό Ελληνικό πρόβλημα (ευθύ πρόβλημα εφαπτομένης), αλλά τον 175 αιώνα 
αναπτύχθηκε το “αντίστροφο πρόβλημα εφαπτομένης”, δηλαδή το πρόβλημα της εξεύρεσης 
µιας καμπύλης όταν δοθούν οι ιδιότητες της εφαπτοµένης της. Η βάση της κατασκευής 
αυτών των καμπυλών είναι η Καρτεσιανή λογική αντιμετώπισης γεωμµετρικών προβλημάτων. 
Ο Καρτέσιος νοµιµοποίησε νέες γεωμετρικές µορφές (εκτός απὀ τις ευθείες και τους 
κύκλους) που ονόμασε αλγεβρικές καμπύλες, εάν αυτές μπορούσαν να σχεδιαστούν 
κινηµατικά, δηλαδή µε μηχανικές διατάξεις που περιλαμβάνουν κινητά µέλη. Στο έργο του 
πρότεινε µια ισορροπία μεταξύ των γεωμετρικών κατασκευών καιτου συμβολικού χειρισμού 
µε την εισαγωγή κατάλληλων ιδανικὠν μηχανών. Συγκεκριµένα, τα καρτεσιανά εργαλεία 
ήταν η Άλγεβρα των πολυωνύμων (ανάλυση) και µια κατηγορία διαγραμματικών 
κατασκευών (σύνθεση). Αυτή η ρύθμιση παρείχε µια ταξινόμηση των καμπυλών, σύμφωνα 
µετην οποία µόνο οι αλγεβρικές θεωρήθηκαν "καθαρά γεωμετρικές 

Το όριο αυτό ξεπεράστηκε µε µια γενική μέθοδο απότους Ναννίοη και | αἰρπίζπου εισήγαγαν 
το άπειρο στο αναλυτικό µέρος, ενώ η συνθετική προοπτική έχασε βαθμιαία το ενδιαφέρον 
της σε σχέση µε την αναλυτική προοπτική (η Γεωμετρία έγινε µέσο οπτικοποίησης, κι όχι 
πλέον κατασκευής). 

Τον ίδιο αιώνα αναπτύχθηκαν κάποιες γεωμετρικές ιδέες σχετικά µε τις καμπύλες που 
καθορίστηκαν απὀ τις εφαπτομµενικές ιδιότητές τους (αντίσροφα προβλήματα 
εφαπτοµένης). Μαθηµματικοί όπως ο Ηιγρεης και ο Βε[ποι[, άρχισαν να σχεδιάζουν κάποια 
µέσα {όπως το τιµόνι µιας μοτοσικλέτας) τα οποία, θα μπορούσαν να καθοδηγήσουν την 
εφαπτομένη ευθεία µιας καμπύλης, επεκτείνοντας τις συσκευές του Καρτέσιου (σε όρους 
αναλυτικής Μηχανικής, εισήγαγαν "μη ολονομικούς" κινητικούς περιορισμούς). Αυτή η 
επέκταση σε κάποιες υπερβατικές καμπύλες είναι η βάση της κίνησης έλξης, που καταλήγει 
σε µια ολοκληρωμένη θεωρία της ακριβούς γεωμετρικής κατασκευής των αλγεβρικών 


διαφορικών εξισώσεων (Βἰεσαϊί, 1752). 
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Σε αυτή την περίοδο η ανάπτυξη των γεωμµετρικών ιδεών αντιστοιχούσε στην πρακτική 
κατασκευή μηχανών ικανών να ενσωματώσουν τις θεωρητικές ιδιότητες και έτσι να 
χαράξουν Φυσικά τις υπερβατικές καμπύλες. Η βασική ιδέα είναι ότι η εφαπτόµενη σε ένα 
σηµείο καμπύλης δεν πρέπει να οριστεί αµέσως µετά την σχεδίαση της καμπύλης, αλλά είναι 
εφικτή η σχεδίαση της καμπύλης χάρη στις εφαπτοµενικές ιδιότητές της. Ιστορικά το πρώὠτο 
παράδειγµα αυτών των καμπυλών ήταν η "ισοεφαπτομενική καμπύλη", που παράγεται από 
την έλξη µιας χορδής που συνδέεται µε ένα βαρύ σώµα (σχήµα 50). 
Β, 


ἡ 


ὃν 
υπ ον. ϱ 
α .. - 
ε πο 
τᾱο Α Α Ἱ 
(σχήμα 50) 


Ο ϱΠηἰςίίαη Ηιωγρεης εµμβάθυνε την κίνηση έλξης (εικόνα 7), κινούμενος προς µια μηχανική 
περιγραφή προκειµένου να κατασκευάσει συγκεκριµένα µέσα για την χάραξή της, αλλά όχι 
µόνο: αφότου αφαιρεθεί απὀ το πρόβλημα η Φυσική του πολυπλοκότητα και σκεφτούμε 
µόνο για τις εφαπτομενικές ιδιότητες, η Κίνηση έλξης µπορεί να φανεί ως µια καθαρή 
γεωμετρική κίνηση, ανεξάρτητα από την ταχύτητα της κίνησης, ακριβώς όπως η κυκλική 
κίνηση του διαβήτη, η ευθεία του χάρακα και γενικά η συνεχής κίνηση που θεωρεί ο 


Καρτέσιος ως τη βάση της αναλυτικής Γεωμετρίαςτου (Ηωγρεης, 1693). 


΄ 


δ-ω ο, 6 ο ρλν 


κ ών νά. 


(εικόνα 7) (Λεπτομέρεια από το χειρόγραφο του Ηιγρεης σχετικά µε την Κίνηση έλξης (εοργΠρΗϊ υΠίνειςίτγ 
ΗΡΓα:γ | αἰάςθη, Μς Ηιρ. 6, {Ο|. 64/). Μπορείτε να σηµειώσετε ως Φυσικές προκαταρκτικές ιδέες ένα αμάξωμα µε 
διπλό τροχό (στα αριστερά) καιτη χρήση ενός βαρέος σώματος προσαρτηµένου σε µια άκαμπτη ράβδο, στο κάτω 


μέρος). 
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Στον 18ο αιώνα οι τεχνολογίες κίνησης έλξης εξελίχθηκαν ταχέως: χορδές υποκαταστάθηκαν 
από άκαμµπτες ράβδους (συνεργαζόμενες ὀχι µόνο σε έλξη, αλλά και συμπίεση], και τα 
βαρέα σώματα αντικαταστάθηκαν από “στρεφόμενους τροχούς” για να αποφευχθεί 
καλύτερα η εγκάρσια ώθηση, όπως µπορεί να παρατηρηθεί στο µηχάνηµα ἑλξης του ΡεΓΚς 
(Ρε((ς,1714-1716). Οιτεχνολογίες αυτές παρέμειναν σχεδόν αμετάβλητες µέχριτην Ψηφιακή 
επανάστασητου δεύτερου μισού του 205) αιώνα και µετά από περίπου 150 χρόνια διακοπής 
ὀπου κάποιος δεν βρίσκει κανένα ίχνος της “κίνησης ἑλξης”. Οι Μηχανικοί στο τέλους του 
1950 και στις αρχές του 205) αιώνα, ανακάλυψαν ξανά, µε ανεξάρτητο τρόπο, τις ίδιες 


θεωρητικές αρχές και τις ίδιες τεχνικές λύσεις µε εκείνες του 185) αιώνα. 


3.4. Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί 


Ογερµανός Γεωμέτρης ΕεΙΙχ ΚΙ6ίη (1872, ὀπ.αναφ.στον Τσίντσιφα, 1968) διατύπωσε την αρχή 
η οποία αναφέρεται ως “πρόγραµµα του ΕΓΙβηρε:”: “Εάν δίνεται µία οποιαδήποτε ομάδα 
μετασχηματισμών στο χώρο, η οποία εμπεριέχει ως υποομάδα την ομάδα των στερεών 
κινήσεων, τότε η ανεύρεση των “αναλλοίωτων” της προηγούμενης ομάδας µας δίνει ένα 
ορισμένο είδος Γεωμετρίας , και κάθε άλλη Γεωμετρία µπορεί να παραχθεί µε τον ίδιο 


τρόπο”. 


Μέσω των γεωμετρικὠν μετασχηματισμών πολλά γεωμετρικά προβλήματα λύθηκαν ἡ 
μπορούν να λυθούν µε ευκολότερο τρόπο , όπως µε τα προβλήματα του Απολλώνιου. Οι 
γεωµετρικοί μετασχηματισμοί αποτελούν µονοσήµαντες απεικονίσεις μεταξύ συνόλων 
γεωμετρικὠν αντικειμένων τα οποία έχουν άπειρο πληθικό αριθµό. Εάν τα γεωμετρικά 
αντικείµενα των συνόλων είναι σηµεία µιας γραµµής ή µιας επιφάνειας τότε έχουµε 
σηµειακό (γεωμετρικό) μετασχηματισμό. Η εικόνα του αρχικού σημείου ορίζεται ως 
“ομόλογο” ἡ ᾽μετασχημµατισμµένο σηµείο” (Πνευματικός, 1974).'Επίσης εάν η απεικόνιση 
εἶναι αμφιμονοσήμαντη τότε έχουµε έναν Κανονικό μετασχηματισμό ο οποίος και 
αντιστρέφεται (Τσίντσιφας, 1968). Τα σηµεία που απεικονίζονται στον εαυτό τους ορίζονται 
ως “διπλά ή αναλλοίωτα σηµεία”. Επίσης ένα σχήµα είναι “αναλλοίωτο” ὡς προς τον 
μετασχηματισμό εάν η εικόνα κάθε σημείου του είναι πάλι σηµείο του αρχικού σχήματος. 
Στην περίπτωση που η εικόνα κάθε σηµείου είναι το ίδιο σηµείο, τότε ορίζεται ως 
“αναλλοίωτος μετασχηματισμός σηµείο προς σημείο”, αλλιώς ορίζεται ὡς “αναλλοίωτος 
μετασχηματισμός ως εν όλον”. Περιοριζόµενοι στο επίπεδο, ένας επίπεδος γεωµετρικός 


μετασχηματισμός ορίζεται ὡς “Ισομετρία” εάν εἶναι κανονικός μετασχηματισμός του 
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επιπέδου στον εαυτό του και η απόσταση μεταξύ δύο οποιονδήποτε σηµείων του επιπέδου 


είναι ίση µε την απόσταση μεταξύ των εικόνων τους (Πνευματικός, 1974). 


3.5. Νιαθηµατικές μηχανές και διδασκαλία Μαθηματικών 


Η χρήση μηχανικών κατασκευών στη διδασκαλία των Μαθηματικών δεν είναι ένα φαινόμενο 
το οποίο εμφανίστηκε τα τελευταία χρόνια. Στην Ιαπωνία, η διδασκαλία μαθηματικών 
εννοιών μέσω τεχνουργηµάτων ήταν δημοφιλής ήδη απὀτις αρχέςτου 1800, και αποτελούσε 
βασικό περιεχόµενο των μαθηματικών εγχειριδίων της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης (Ι5οςς, 
1997]. Μάλιστα, απὀ τα εγχειρίδια αυτά Φαίνεται ότι οι µαθητές διδάσκονταν ταυτόχρονα 
µέσω των τεχνουργηµάτων Γεωμετρία, αλγεβρική Γεωμετρία, Φυσική και Μηχανική. 
Η πιο γνωστή μαθηματική µηχανή (μηχανισμός) είναι ο διαβήτης, για την χάραξη κύκλων. 
Είναι ο πρόγονος πολλών συσκευών σχεδίασης καμπυλών και παντογράφων. Σύµφωνα µε 
τις Μαςεβἰθεϊίο, Μ. δι Τωγγπί, Μ.,(2017), η χρήση αντιγράφων εργασίας των ιστορικών 
εργαλείων, έχει την δυνατότητα να αντιμετωπίσει σηµαντικά ζητήματα: 
9 Πολιτιστικά: να γίνει γνωστό στους χρήστες των ιστορικὠν εργαλείων ότι τα 
Μαθηματικά αποτελούν ένα αναπτυσσόμενο κομμάτι του ανθρώπινου πολιτισμού, 


που συνδέεται µε την Τέχνη, την Τεχνολογία καιτην “καθημερινή ζωή”. 


9 Συναισθηματικά: να προωθήσει µια θετική στάση απέναντι στα Μαθηματικά, 
δίνοντας έµφαση στην ανακάλυψη και σε ευχάριστες πτυχές της μαθηματικής 


δραστηριότητας. 


9 [νωστικά: να προωθηθεί και η συµµετοχή του σώματος στο σύὐνολό του µέσω 
νοητικὠν διαδικασιών, σύμφωνα µε τις πιο πρόσφατες μελέτες τὀσο της 


νευροεπιστήµης όσο και της γνωστικής γλωσσολογίας. 


9 Διδακτικά: να παρέχει ένα κατάλληλο πλαίσιο µάθησης στο οποίο ενεργοποιεί 


σημαντικές διαδικασίες όπως η κατασκευή μαθηματικών εννοιών και αποδείξεων. 


Σχετικά µε τη διδακτική χρήση συγκεκριμένων τεχνουργηµάτων, ο 16ν δεπηἰοπονίσοῃ νγροῖϊςκγ 
(1896-1934) έδειξε ότι τα τεχνουργήµατα χρησιμοποιούνται πρακτικά για την επίτευξη 
σκοπών απρόσιτων µε ἁάλλους τρόπους, αντίθεα οι νοητικές δραστηριότητες 
υποστηρίζονται και αναπτύσσονται µέσω σημείων που παράγονται στις διεργασίες 


εσωτερικοποίησης, οι οποίες ορίζονται από τον Νγροϊςκγ ως “Ψυχολογικά εργαλεία”. 


Όμωςτα τεχνουργήµατα μπορούν στην πράξη να χρησιμοποιηθούν από τους µαθητές χωρίς 


να έχουν κατανοήσει τις υποκείµενες μαθηματικές γνώσεις. Σε αυτές τις περιπτώσεις η 
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δραστηριότητα, ακόµα κι αν είναι κίνητρο, ενδιαφέρουσα και παιδαγωγικά χρήσιμη, µπορεί 
να αποτύχει στην παρουσίαση και κατανόηση του μαθηματικού περιεχοµένου. Ως εκτούτου, 
µια εργαστηριακή δραστηριότητα χρειάζεται γενικά την υποστήριξη των εκπαιδευτικών που 
πρέπει να δώσουν προσοχή σε διδακτικές στρατηγικές εξειδικευμένες στη χρήση 
τεχνουργηµάτων, και να καθοδηγούν την εξέλιξη και αλληλεπίδραση των σηµειωτικών 
συστηµάτων εστιάζοντας την προσοχή των εκπαιδευτικὠν στο γνωστικό και μεταγνωστικό 


επίπεδο των μαθητών (ΑΓζαγε[Ιο, ποριυΠῖί, 2009). 


Εστιάζοντας στο θἐµατης παραβολής, οι εκπαιδευτικοί αμβάνοντας υπ’ όψη τη σχέση μεταξύ 
των γνωστικών διεργασιών του µαθητή και της ιστορικής εξέλιξης της έννοιας, μπορούν να 
σχεδιάσουν και να διερευνήσουν δραστηριότητες που µε σεβασμό στο μαθηματικό 
περιεχόµενο και σε συνδιασμό µε τη χρήση εργαλείων χάραξης οδηγούν τους µαθητές να 
διερευνήσουν τη δοµή και τη λειτουργία του εργαλείου, να εικάσουν σε σχέση µε τα 
Μαθηματικά που περιέχει και να προβούν σε αποδεικτικές διαδικασίες. Οι µαθητές 
μελετώντας την παραβολή µόνο σε αλγεβρικό πλαίσιο, δεν έχουν επαφή µε την παραβολή 
µέσα σε ένα γεωμετρικό πλαίσιο και επομένως δεν έχουν ενιαία εικόνα σε ένα μεταγνωστικό 


επίπεδο. 


Σε γεωμετρικό επίπεδο, αν ζητηθεί να χαραχθεί η εφαπτομένη µιας καμπύλης σε ένα σηµείο 
της και να μελετηθούν οι ιδιότητες της για τις διάφορες θέσεις του σηµείου επαφής, οι 
µαθητές ικανοποιούνται µόνο από “οξυδερκεἰς” αποδείξεις που αγνοούν την ανάγκη µιας 
αυστηρής απόδειξης (Πἱ Ρ8οΙα, Β., δι ΜΙΠοαἰ, Ρ.,2012). Συνήθως υπάρχει έντονο κενό μεταξύ 
της τυπικής ὁραστηριότητας των μαθητών στο αλγεβρικό πλαίσιο αναφοράς και της 
μετατροπής στο γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς. Αυτή η κατάσταση απαιτεί πολλή δουλειά 
εκ µέρους του εκπαιδευτικού, ο οποίος συνήθως αγνοεί την αποσπασματική εικόνα που 
έχουν οι µαθητές. Κάτω απὀ αυτή τη σκοπιά, χρειάζονται συγκεκριµένες διδακτικές 
στρατηγικές που να επιτρέπουν τη σύνδεση των δύο δυναμικά εξελισσόµενων τομέων των 
Μαθηματικών, και οι οποίες πρέπει να είναι σε θέση να αναδιατυπωθούν αμοιβαία µέσα 


από “σηµμάδια-σημεία” που παράγουν οι µαθητές και οι εκπαιδευτικοί (Ώινα[, 1993). 


Σύμφωνα µε τον Τγηίηίς δι ΑΟΓΠαΠΙςοη (2012, σελ. 283), τα τεχνουργήµατα είναι πολιτιστικό 
κεφάλαιο που δημιουργήθηκε για να αντιμετωπισθούν επιδέξια συγκεκριμένες καταστάσεις 


για την ανθρώπινη γνώση και εξέλιξη τουλάχιστον ὡς προςτρεις άξονες: 


9 Φιλοσοφικά, τα τεχνουργήµατα αποτελούν βασικά πολιτιστικά αντικείµενα για 


ταυτόχρονη σκέψη και δράση. 


96 


9 παιδαγωγικά, η εκπαίδευση περιλαμβάνει µάθηση για τη χρήση των εργαλείων, τα 
οποία η ανθρωπότητα έχει θεωρήσει ως απαραίτητα. 
9 µεθοδολογικά, τα τεχνουργήµατα καθιστούν τις μαθησιακές διεργασίες πιο ορατές 


για διερεύνηση”. 


Παρ ΄όλα αυτά, είναι συνηθισμένη πρακτική στη διδασκαλία της Γεωμετρίας, οι µαθητές να 
έχουν προς απόδειξη προτάσεις ή θεωρήματα που δόθηκαν απὀ τον δάσκαλο ή το βιβλίο 
τους µε αφηρημένο τρόπο, βασιζόμενοι αποκλειστικά σε άλλα υπάρχοντα αξιώματα ἡ 
θεωρήματα καθώς και βασικές έννοιες. Εξαιτίας αυτού, πολλοί µαθητές έχουν δυσκολίες 


στην κατασκευή και κατανόηση αιτιολογήσεων και αποδείξεων στη Γεωμετρία. 


Η εναλλακτική λύση αυτού του “προβλήματος” είχε ήδη προταθεί απὀ τον Αρχιμήδη, αιώνες 
πριν. Σε επιστολή του προς τον Ερατοσθένη περιγράφει τη “μηχανική του μέθοδο” όπου 
επιτρέπει σε κάποιον να χειρίζεται µαθηµατικά ερωτήματα µε “μηχανικές σκέψεις”. Έτσι 
το εργαλείο, µέσω της μηχανικής μεθόδου, επιτρέπει τη μετατροπή της Φυσικής εμπειρίας 
σε τυπικά πρότυπα. Όμως αυτή η μεταμόρφωση δεν είναι προφανής. Η Μαγίοϊτὶ (2002), 
λαμβάνοντας ως παράδειγµα την κατασκευή ενός κύκλου µετη χρήσητου διαβήτη, σχολιάζει 
ότι για τους εκπαιδευόµενους το πέρασμα απὀ τη χρήση του διαβήτη για την χάραξη 
κυκλικών σχημάτων στη σύλληψη του κύκλου ως γεωμετρικό τὀπο των σηµείων που 
ισαπέχουν απὀ το κέντροτου, "δεν είναι ἀμεση”. Οι 1ος και Ρ4ΓΖΥ57 (2005, σε Ειίἴ8, Ἴοπ6ς, 
Κιηπίπιµηε, 2013, 3-10) αναφέρονται σε µια “ζώνη λυκόφωτος” μεταξύ των πρακτικών 
πτυχών της Φυσικής πραγματοποίησης µιας γεωμετρικής κατασκευής και της θεωρητικής 
πλευράς της απόδειξης που την αφορά. Καταλήγουν (σελ.121) ότι η υπερβολική ακρίβεια 
στην περιγραφή των κινήσεων που πρέπει να εκτελεστούν για να γίνει µια “κατασκευή” 
µπορεί να ἐχει σαν συνέπεια το να παραμείνουν ορισμένοι µαθητές για πολύ Καιρό σε µια 
“Γεωμετρία των σχεδίων” και ότι αξίζει να διερευνηθούν τρόποι για να µπορέσουν οι 
µαθητές “να κινηθούν προς µια θεωρητική Γεωμετρία”. Έχει µεγάλη σηµασία µέσω της 
διδασκαλίας να κατανοήσουν οι µαθητές ότι οποιαδήποτε γεωμετρική κατασκευή 
αντιστοιχεί σε ένα θεώρημα, πράγµαπου σηµαίνει ότι υπάρχειµια απόδειξη που επικυρώνει 
τη διαδικασία κατασκευής και η οποία λύνει το αντίστοιχο κατασκευαστικό πρόβλημα 


"(Μαγίοτί, 2013, σελ.444). 
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3.6. Λογισμικά δυναμικής Γεωμετρίας και διδασκαλία Μαθηματικών 


Το πρόγραµµα Βοιιβρακὶ, είχε µεγάλη επίδραση στην αποοπτικοποίηση και την πλήρη 
αλγεβροποίηση των κωνικών τομώὠν και µόνο τις τελευταίες δεκαετίες, η εισαγωγή των 
ηλεκτρονικών υπολογιστών στην έρευνα και την εκπαίδευση επανέφερε µια οπτική 
διάσταση σε αυτόν τον καθαρά αλγεβρικό κόσµο. Ένα κοινό χαρακτηριστικό αυτών των δύο 
αντιθέτων-αλλά τελικά συμπληρωματικών- δυναμικών περιβαλλόντων, η παλαιά τεχνολογία 
των μηχανικών συνδέσεων και των ιστορικών οργάνων σχεδίασης και η νέα τεχνολογία του 
λογισμικού δυναμικής Γεωμετρίας είναι η δυνατότητα δυναμικής απεικόνισης, η οποία 
µπορεί να διαδραματίσει βασικό ρόλο στην παραγωγή και δοκιµή των μαθητών σε εικασίες, 
καθώς και στην κατασκευή των αποδείξεων (Κίπρ και 5εΠαϊἰςσοεηηείαεγ, 1997, σελ.13). Η 
απεικόνιση ενός μαθηματικού προβλήματος είναι η κατανόηση του προβλήματος µέσω ενός 
διαγράµµατος ή µιας εικόνας. Οι ΖΙΠΊΙΠΙΘΓΠΊ8Η και 6µππίηρμαπη (1991) ορίζουν τη μαθηματική 
απεικόνιση ως τη διαδικασία σχηματισμού εικόνων (διανοητικά, µε μολύβι και χαρτί ή µε τη 
βοήθεια της τεχνολογίας) και την αποτελεσματική χρήση τέτοιων εικόνων για μαθηματική 
ανακάλυψη και κατανόηση. Ο Εἰςεβραίπ (1993) υποδεικνύει ότι οι γεωμετρικές μορφές είναι 
ένα μείγμα δύο ανεξάρτητων, καθορισµένων οντοτήτων, δηλαδή αφηρηµένων εννοιών, 
αφενός, και αισθητώὠν αναπαραστάσεων. Ο (ϐωππίηπριαπι (1991) υποδεικνύει ότι η 
οπτικοποίηση στα Μαθηματικά παρέχει µια σειρά πλεονεκτημάτων: την ικανότητα να 
επικεντρωθεί σε συγκεκριµένα στοιχεία και λεπτομέρειες πολύ περίπλοκων προβλημάτων, 
να δείξει τη δυναμική των συστηµάτων και διαδικασιών και να αυξήσει τη διαίσθηση και την 
κατανόηση των μαθηματικών προβλημάτων και διαδικασιών. 

Αν και η δυναμική απεικόνιση συνδέεται κανονικά µε την κίνηση ενός φυσικού αντικειμένου 
ή µιας εικόνας σε οθόνη, µερικά άτοµα είναι σε θέση να χειριστούν νοητικά την εικόνα µιας 
στατικής κατάστασης, όπως υποστηρίζουν διάφοροι ερευνητές που αναφέρονται στη 
“λογική της συνέχειας” (αοιάεηπρεγιρ, 1995), στην “λογική μετασχηματισμού” (5ίπιοη, 1996), 
ή στον “σχηματισμό των αναμενόµενων εικόνων” (Ρἱαρεῖ δι ΙηΠε[άε, 1956). Ο «οἰάεηρειρ 
προτείνει επίσης ότι εργαλεία δυναμικής Γεωμετρίας [όπως το ἀΘ6ΟΡΕΡΓΑ) επιτρέπουν στους 
µαθητές να σχεδιάσουν τα δικά τους πειράµατα, να αποκτήσουν “αίσθηση” και “εικόνα” για 
την δυναμική των εργαλείων αυτών, και να αναπτύξουν µια µορφή αιτιολόγησης µέσω της 
“συνέχειας”. Ο 5ίπιοη (1996) επισημαίνει ότι οι µαθητές συχνά χρησιμοποιούν την 
(αιτιολόγηση μετασχηματισμού” για να καταλάβουν πως λειτουργεί ένα συγκεκριµένο 
μαθηματικό σύστημα. Ορίζει την “αιτιολόγηση μετασχηματισμού” ως τη νοητική ή Φυσική 
υλοποίηση µιας λειτουργίας ή ενός συνόλου λειτουργιών σε ένα αντικείµενο ή σύνολο 


αντικειμένων που επιτρέπει σε κάποιον να οραματίζεται τους μετασχηματισμούς που 
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υφίστανται αυτά τα αντικείµενα και το σύνολο των αποτελεσμάτων αυτών των λειτουργιών. 
Ο 5ίπιοπ ισχυρίζεται ότι το βασικό χαρακτηριστικό της “αιτιολόγησης μετασχηματισμού” 
είναι η ικανότητα να επεξηγείται “μια δυναμική διαδικασία µε την οποία δημιουργείται µια 
νέα κατάσταση ή µια συνέχεια καταστάσεων”. Προτείνει ότι αυτή η µορφή συλλογιστικής 
περιλαμβάνει ὀχι µόνο την ικανότητα να πραγματοποιήσει µια συγκεκριμένη νοητική ή 
Φυσική εφαρµογή, αλλά και την αντίληψη της καταλληλόλητας αυτής της διαδικασίας σε 


µια συγκεκριμένη μαθηματική κατάσταση. 


Σε µια προσπάθεια ενσωμάτωσης δυναμικών εικόνων στη διδασκαλία της Γεωμετρίας, ο 
Ελβετός καθηγητής των Μαθηματικών, Νἰςεοἰαῖ (1944), έδωσε µια σειρά “σιωπηλών ταινιών 


γεωμετρίας” που ονόμασε “16 ἀθςςίη απἰπιό” (σχέδια που κινούνται). 


Ο Νἰςοἰαῖ ισχυρίζεται ότι οι “εικόνες στην οθόνη” αποτελούν µια ενδιάµεση κατάσταση 
μεταξύ του συγκεκριμένου καιτου αφηρηµένου, ενθαρρύνονταςτον θεατή να γενικεύσει. Η 
οπτική µνήµη που διατηρεί ο µαθητής από τα “σχέδια που κινούνται” διευκολύνει τη 
μετάβαση απὀ το διακριτό στο αφηρημένο. Στην πραγματικότητα, οι Φευγαλέες και 
µεταβατικές εικόνες που περνούν απὀ την οθόνη µε κάποιο τρόπο ήδη αντιπροσωπεύουν 
µια ενδιάµεση κατάσταση μεταξύ του συγκεκριμένου και του αφηρημµένου, που είναι 
ευνοϊκό για την κατανόηση στα Μαθηματικά. Τα “σχέδια που κινούνται” οδηγούν στην 
αφηρημένη συλλογιστική, το Κύριο αντικείµενο της διδασκαλίας των Μαθηματικών, και 
επιτρέπουν σε κάποιον να δει ότι µια αλήθεια είναι ανεξάρτητη απὀ ορισμένες μεταβλητές. 
Μπορούν να χρησιμοποιηθούν διαφορετικοί τρόποι μεταφοράς και κίνησης των εικόνων 
δυναμικής Γεωμετρίας ανάλογα µετις πληροφορίες που ο χρήστης ελπίζει να βρεί. Εάν, για 
παράδειγµα, ένας µαθητής έχει κατασκευάσει ένα ρόμβο, η ιδιότητα της μεταφοράς που 
προσφέρει το περιβάλλον δυναμικής Γεωμετρίας, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως έλεγχος ότι 
το τετράπλευρο θα παραμείνει ρόμβος, λαμβάνοντας την επιβεβαίωση ότι το τετράπλευρο 
κατασκευάστηκε κατάλληλα. Η ιδιότητα της “μεταφοράς” µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί 
σε εργασίες ἡἠ προσχέδια μηχανικών κατασκευών, όπου ένα σχήμα περιορίζεται ή 
επεκτείνεται για να ικανοποιήσει ένα συγκεκριµένο οπτικό περιορισμό. Αυτή η λειτουργία 
“μεταφοράς” χρησιµοποιείται συχνά σε συνδυασμό µετον “εντοπισμό της διαδρομής” ενός 
σημείου. Οι ΙαβοΓαε και | αρογάθ (1995), για παράδειγµα, χρησιμοποιούν ένα παράδειγµα, 
σύροντας ένα τρίγωνο ΑΒΕ μέχρις ότου η γωνία Α γίνει µια ορθή γωνία (σχήμα 51) και στη 
συνέχεια σύρουν το σηµείο Α για να δημιουργήσουν το ίχνος του ενώ προσπαθούν να 
διατηρήσουν τη ορθή γωνία άθικτη. Οι Ιαθογαᾶς και ΙαΏογᾶς αναφέρονται στη διαδρομή του 


Α ως, καθώς είναι µια οπτική διαδρομή ενός ’'ςοβ Ιοεις” που επιτυγχάνεται µε σκόπιµη 
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µεταφορά, αντί ενός γεωμετρικού τόπου όπου ένα σηµείο είναι υποχρεωμένο να κινηθεί 
κατά µήκος µιας συγκεκριμένης διαδροµής λόγω µιας συγκεκριµένης ιδιότητας που 


ενσωματώνεται στην κατασκευή. 
Α 
6ο ω 


. ο 
(σχήμα 51) 
Οι | αθογαε και |αρογάθ υποστηρίζουν ότι αυτή η εξερεύνηση αποτελεί ένα σηµείο εκκίνησης 
για την εικασία πως η πορεία του σημείου Α είναι ένας κύκλος, ο οποίος µε τη σειρά του 
µπορεί να οδηγήσει τους µαθητές στην κατασκευή ενός κύκλου µε το µέσον του Β6 ως 
Κέντρο. Η ιδιότητα της “μεταφοράς” που προσφέρει το περιβάλλον δυναμικής Γεωμετρίας, 
µπορεί στη συνέχεια να χρησιµοποιηθεί ως “έλεγχος” για να επιβεβαιωθεί η εικασία του 
μαθητή. Οι ΙαΡρογάθ και ΙαΏογας σημειώνουν επίσης ότι το τελευταίο βήμα είναι η ερώτηση 
“Γιατί;”, όπου οι µαθητές πρέπει να χρησιμοποιήσουν πλέοντην Γεωμετρία για να εξηγήσουν 


την παρατήρησήτους. 


Οι Μαιγαάες και αιμϊιέγγοζ (2000) καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι για τους µαθητές της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης απαιτείται σηµαντικό χρονικό διάστηµα, αφιερωμένο για 
πειράµατα µέσασε δυναμικό περιβάλλον Γεωμετρίας, έτσι ώστε να αρχίσουν να αισθάνονται 
σίγουροι µε επαγωγικές αιτιολογήσεις και τυπικές αποδείξεις. Υποστηρίζουν επίσης ότι η 
πρόοδος µε τις αποδείξεις εξαρτάται απὀ την “παράλληλη εκμάθηση των μαθηματικών 
εννοιών και ιδιοτήτων που σχετίζονται µε το θέµα που μελετάται”, σημειώνοντας ότι 
“μερικές Φορές οι µαθητές απέτυχαν να λύσουν ένα πρόβλημα επειδή δεν θυμούνται µια 
απαραίτητη γεωμετρική ιδιότητα "/(σελ. 120). Οι ΙαΏογᾶε και |αρογαε (1992) ισχυρίζονται ότι 
οι αλλαγές στη διαδικασία επίλυσης που επιφέρουν οι δυνατότητες του δυναμικού 
περιβάλλοντος Γεωμετρίας, προέρχονται απὀ µια ενεργή οπτική απεικόνιση, από αυτό που 
ονομάζουμε µια διαδραστική διαδικασία μεταξύ της επαγωγικής και της παραγωγικής 
συλλογιστικής (σελ. 185). Οµοίως, ο ΙαροΓγᾶςῬ (19980) επισημαίνει ότι η µάθηση της 
Γεωμετρίας περιλαμβάνει "όχι µόνο το να μαθαίνει πὠς να χρησιμοποιεί θεωρητικά 
δεδοµένα σε παραγωγική συλλογιστική αλλά καινα μαθαίνει να αναγνωρίζει οπτικά σχετικές 
αναλλοίωτες ιδιότητες στον χώρο οι οποίες εἰναι προσαρμοσμένες σε γεωμετρικές 


αναλλοίωτες" (σελ.192). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο: “Ο επίπεδος Παραβολογράφοςτου Βονεηῖωγα (ανα[ουἱ” 


4.1. Μηχανολογικό πλαίσιο αναφοράς τ ανή 


Μ 


(εικόνα 8) 


Ο παραβολογράφος του (αναιἰεγὶ µπορεί να περιγραφεί αρχικά πως αποτελείται από 
τέσσερεις άκαµπτους ράβδους και ένα ευθύγραμμο αυλάκι ΑΜ το οποίο υποχρεώνει σε 
ευθύγραμμη κίνηση την σταθερού μήκους ράβδο ΙΚ η οποία κυλίεται εντός του αυλακιού 
όταν μετακινηθεί ο δρομέας | (εικόνα 8). Θα μπορούσαμε να πούμε πως αποτελείται τελικά 
από 5 ευθύγραμμες άκαµπτους ράβδους όπου η µία εξ αυτών παραμένει καθ΄ όλα σταθερή 
(σώμα) και άλλη µία παραμένει σταθερή µόνο σε µήκος. Επίσης εἶναι σηµαντικό να 
αναφερθεί ότι στο σηµείο Β η ορθή γωνία παραμένει σταθερή σε µέτρο όπως και οι δύο 
ορθές γωνίες στο σηµείο Ι, ενώ μεταβάλλονται και οιτρεις ορθές γωνίες ως προς την θέση 
τους. Οι υπόλοιπες τέσσερεις οξείες γωνίες των τριών ορθογωνίων τριγώνων που 
δημιουργούν οι πέντε άκαμπτοι ράβδοι της μηχανής, μεταβάλλουν το μέτρο τους 
διατηρώνταςτην συμπληρωματικότητά τους σε ὀποιο ορθογώνιο τρίγωνο ανήκουν. Επίσης, 
εκτός από την γωνία στο σηµείο Ατου αυλακιού, μεταβάλλονται και οι θέσεις των όλων των 
γωνιών. Το σηµείο Α είναι σταθερό και µέσα στο σταθερό αυλάκι ΑΜ. Η άκαμπτη ράβδος! 
είναι μονίμως κάθετη µε την σταθερού µήκους άκαμπτη ράβδο ΙΚ, χωρίς όµως να έχει 
σταθερό µήκος (Ι.Κ). Μπορούμε να θεωρήσουμε πως η ράβδος ΙΒ βρίσκεται πάνω σε 
ηµιευθεία ΙΝ. Δηλαδή στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΙΚ, σταθερά στοιχεία του είναι µόνο η ΟΡΘΗ 
γωνία |. κατά μέτρο και το µήκος της κάθετης πλευράς ΙΚ, η οποία υποχρεούται να σύρεται 
πάνω στο ευθύγραμμο αυλάκι ΑΜ. Θα μπορούσε να θεωρηθεί επίσης ότι ο μηχανισμός 


αυτός αποτελείται απὀ δύο ορθογώνια άκαμπτα µέλη και ένα ευθύγραμμο άκαμπτο µέλος. 


Το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΒΑ ἐέχειτις εξής “περιορισμούς”: 
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9 να είναι ορθογώνιο στο Β, 


9 να έχει υποτείνουσα την ΑΚ όπου το Κ σύρεται στο αυλάκι καθώς μετακινείται η 


σταθερού µήκους ράβδος ΙΚ, ενώτο Αείναι σταθερό, 


9 τοΒΙ, καθώς σύρεταιτο[. στο αυλάκι ΑΜΙ πρέπει να είναι κάθετο στην υποτείνουσα 


ΑΚ (ύψος προςτην υποτείνουσα). Άρα το µήκοςτου ΒΙ είναι µεταβαλλόμενο. 


Τέλος, έχει τοποθετηθεί µία γραφίδα στο σηµείο Β ἐτσι ώστε να αποτυπώνεται η νέα κίνηση 
που παράγει αυτός ο κινηµατικός μηχανισμός καθώς μετακινείται ο κέρσορας|.. Με αξονική 
συμμετρία ως προςτο αυλάκι ΑΚ, ή επεκτείνονταςτον μηχανισμό έτσι ώστε να λειτουργεί µε 
δύο γραφίδες στα σηµεία Α και Β (εικόνα 8), η µηχανή σχεδιάζει µία συμμετρική καμπύλη 
ως προς το αυλάκι κύλισης ΑΜ. Πρόκειται για ἐναν μηχανισμό ο οποίος μετατρέπει µια 
ευθύγραμμη κίνηση σε κάποιας µορφής καμπυλόγραμμη κίνηση και πρόκειται για έναν 
μηχανισμό ὀδευσης. Όπως θα αναλυθεί παρακάτω η κινηματική αλυσίδα αυτού του 


μηχανισμού είναι σύνθετη και κλειστή. 


Σε απλούς μηχανισμούς, µε τη βοήθεια της µονογραμμµικής απεικόνισης, συνήθως γίνεται 
αντιληπτός ο τρόπος λειτουργίας (η κινητικότητα) του μηχανισμού. Σε σύνθετους 
μηχανισμούς, αυτό δεν είναι προφανές και απαιτείται η διατύπωση ενός πιο συστηματικού 
τρόπου για τον υπολογισμό της κινητικότητας (ΜοβΙΙἳγ) ενός μηχανισμού και της εύρεσης 
των βαθμών ελευθερίας (ΒΕ) του μηχανισμού. Ως γνωστό οι ανεξάρτητες κινήσεις ενός 
απολύτως στερεού σώματος καλούνται βαθμοί ελευθερίας του. Κινηματικοί περιορισμοί 
είναι οι περιορισμοί μεταξύ στερεών σωμάτων που προκαλούν µείωση των βαθμών 
ελευθερίας του συστήµατος των σωμάτων αυτών. Εκ πρώτης όψεως Φαίνεται πως ο 
επίπεδος μηχανισμός του (αναιἰεηί έχει ἐναν βαθµό ελευθερίας επειδή όλα τα µέρη της 


κινούνται µόνο όταν κινείται ο κέρσορας! (ή 1Η) ήπιο σωστά το ορθογώνιο µέλος ΚΙ. 


Αο9 
ιο ΘΑ 


4 


(εικόνα 9) 
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Γενικά ο υπολογισμός των βαθμών ελευθερίας µιας μηχανής γίνεται αφαιρώντας από το 
συνολικό πλήθος ΒΕτηςτοπλήθοςτων δεσμευµένων ΒΕ αυτής. Ο συγκεκριμένος μηχανισμός 
είναι επίπεδος και µπορεί να υπολογισθεί η κινητικότητά του και µε την εξίσωση Κωϊζραςι- 
(Πθβργςςον (1869). Η εξίσωση αυτή αφορά μηχανισμούς των οποίων τα µέλη κινούνται στο 
ίδιο ή σε παράλληλα νοητά ή φυσικά επίπεδα και αναφέρει ότι 1Ν Ξ 3(η-1) - 28ι-- ΓΣόπου Ν 
το πλήθος των ΒΕ της μηχανής, η το πλήθος των µελών της μηχανής µαζί µετο “σώμα” της, 
ἔι το πλήθος των κινηµατικών αρθρώσεων µε ένα ΒΕ (πέντε χωρικές δεσμεύσεις) και {το 
πλήθος των κινηµατικώὠν αρθρώσεων µε δύο ΒΕ (τέσσερεις χωρικές δεσμεύσεις) που 


διαθέτουν μεταξύ τους τα µέλη της μηχανής. 


Επομένως η επίπεδη μηχανή του (ανα[ἰεΓί (εικόνα 9) σύµφωνα µε την εξίσωση Κιϊζραςῃ- 
(Πθῦγςςεν έχει κινητικότητα ΛΙ Ξ 3(3-1)-2:1-1:31, δηλαδή έχει ένα βαθµό ελευθερίας, διότι 
αποτελείται απὀ 3 µέλη (ΑΕΚ, ΒΙΚ, και ο κρίκος αναφοράς ή σώμα ΑΜ, έχει µία άρθρωση µε 
ένα ΒΕ η οποία είναι πρισµατική (ρηϊςηιαῖίς ]οίπῖί) για ευθύγραμμη κίνηση του κινηματικού 
μέλους ΚΙΒ και τρεις αρθρώσεις δύο βαθμών ελευθερίας οι οποίες είναι ταυτοχρόνως 
περιστροφικές (γενο]|μῖε ]οἰπῖς) και πρισµατικές (ργἰςηιαϊἰς ]οϊηῖς) και βρίσκονται στα σηµεία 
Α, Β, Κ. Δεν υπάρχει σύνδεση ανωτέρου βαθμού που να συνεργάζεται µε κάποια καμπύλη 
επιφάνεια. Πρέπει να αναφερθεί ότι το µήκος του τµήµατος | Κ µπορεί να μεταβληθεί, πριν 
ὁμωςτεθεί σελειτουργία η μηχανή, το οποίο δείχνει καιτον ρόλο παραμέτρου τον οποίο έχει 
αυτός ο κινηµατικός κρίκος ΚΙΗ. Τέλος, “κινητήριο µέλος” της αλυσίδας ή “είσοδος” είναι το 
ΚΙΒ, “κινούμενο µέλος” ή “έξοδος” εἶναι το ορθογώνιο κινηµατικό µέλος ΑΕΚ στο Β, και 


“σώμα” το αυλάκι ΑΜ. 


4.2. Η Γεωμετρία πίσω απο τη μηχανή 


Ο Ευκλείδης αναφέρει (Ευκλείδη “Στοιχεία”, Κ.Ε.Ε.Π.Ε.Κ.,τομ.1, σελ. 440-441) την Πρόταση 
ΝΙ.8 : “Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο φέρουμε απὀ την κορυφή της ορθής γωνίας κάθετη προς 
την βάση , τότε τα δύο τρίγωνα που σχηματίζονται µε µία πλευρά την κάθετη αυτή εἶναι 
όμοια μεταξύ τους και προς το αρχικό τρίγωνο”. Η απόδειξη είναι σχετικά απλή και από την 
ομοιότητα των δύο τριγώνων που δημιουργεί το ύψος προςτην υποτείνουσα, προκύπτει ότι 
το ύψος αυτό είναι µέσο ανάλογο των τμημάτων της υποτείνουσας. Ο Μαθηματικός ΒοΡρεῃ 
οἱπιρςοη (1687-1768) ο μελέτησε σε βάθος τους Έλληνες Γεωμέτρες, αναφέρει πως η 
απόδειξη αυτή δεν ανήκει στον Ευκλείδη, αλλά σε κάποιον εκδότη των στοιχείων διότι δεν 
υπάρχει σε αραβικές μεταφράσεις. Αξίζει να αναφερθεί πως µε την χρήση αυτής της 


πρότασης καθώς και µε την θεωρία παραβολής χωρίων του Πυθαγόρα, προέκυψε µία 
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απλούστερη απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήματος αλλά και γενίκευση αυτού (Ν|.31) η 
οποία αποδίδεται στον ίδιο τον Ευκλείδη σύμφωνα µε τον Πρόκλο. Επίσης θα μπορούσε να 
επαναδιατυπωθεί η Πρόταση ΝΙ.8 µε την χρήση εμβαδών ως εξής: «Εάν χωρίσουµε τη 
διάµετρο κύκλου σε δύο άνισα τµήµατα, τότε το ορθογώνιο µε µήκη πλευρών ίσα µε αυτά 
τα τµήµατα είναι ισεµβαδικό µε το τετράγωνο πλευράς ίση µε µισό κάθετης χορδής στην 


διάµετρο αυτή Και στο κοινό σηµείο των δύο τμημάτων της» (Ηεαίῃ, 2001). 


Αυτή τη σχέση, μπορούμε να την ξαναβρούμε στις κωνικές τομές και πιο συγκεκριµένα στην 
περίπτωση της Παραβολής. Σύµφωνα µε τον ορισμό του Απολλώνιου έχει ήδη αποδειχθεί 
πως εάν τυχαίος κώνος κορυφής Σ και διαμέτρου βάσης ΑΒ τµηθεί µε επίπεδο κάθετο στο 


επίπεδο του αξονικού τριγώνου ΣΑΒ και παράλληλα στην γενέτειρα ΣΒ, προκύπτει καμπύλη 


. 
ο'“--α.) 


η” 
δαθηίς - - 
ῥ-εν 5 


δ--------ς 


ο. 


-- 
πας, ο 
...-α 


. 
εν 


(αχήµα 52) 
που ανήκει στην παράπλευρη επιφάνειατου κώνου αλλά και στοτέµμνον επίπεδο (σχήµα 52). 
Απεδείχθη στην συνέχεια πως για τυχαίο σηµείο Ωτης Παραβολής ισχύει η αλγεβρική σχέση: 


2 ΑΒΖ2 
τη Ξσκ. πει 209 χΞ 2Ρψ όπου Κτο σηµείο τοµής του τέµνοντος επιπέδου και της 


ΣΑ, ὀπου χ είναι η απόσταση του Ω απὀ τον άξονα συμμετρίας της Παραβολής και ψΨ η 


απόσταση της προβολήςτου Ω από τον άξονα συμμετρίας καιτην κορυφή Κτης Παραβολής. 


4.3 Γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς µε µονογραμμµική απεικόνιση του μηχανισμού 


Προβάλλοντας την μηχανή στο επίπεδο µε μµονογραμμµική απεικόνιση (σχήμα 53), 
παρατηρείται ότι τα τρία ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΙ, ΒΙΚ και ΑΚΗ είναι όμοια επειδή 


συγκρίνοντάς τα προκύπτει ότι: Η γωνία ΒΑΙΞγωνία ΙΗΚΞΦ, ως οξείες γωνίες µε κάθετες 
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ΒΙ, ΑΙ, 
πλευρές και γωνία ΙΒΑξγωνία ΙΚΗΞ90ὐ-φΞξω. Συνεπώς προκύπτει η αναλογία: τη 


2 
ΕΙ2 -- ΑΙ,:ΙΚ «5 Ὁ-- --ΙΚ. 
ΑΙ, 


Το ἰδιο συμπέρασμα προκύπτει και απὀ την διαδοχική εφαρµογή του Πυθαγορείου 


θεωρήματος στα τρία ορθογώνια τρίγωνα του μηχανισμού: 
ΑΚΖ - ΑΚΖ -- ΚΕΣΖ -5 (ΑΙ. -Γ ΙΙ)2Ξ{(ΑΙ2 ες 182) -- (μ82 -ε Ικ2) 5» 


ΑΙό -Ε 2ΑΙ.: ΙιΚκ - Ικέ Ξ ΑΙό -ε 21 -ε ΙκΖ 5 2ΛΙ,:ΙΚΞ 2182 5 


2 
ΑΙ, κ Ιβ2 τε 
ΑΙ, 


κ 


. 
Ὁ. (σχήμα 58) 
Επομένως προκύπτει ότι: 


“ο λόγος του τετραγώνου της απόστασης που έχει η κορυφή της ορθής γωνίας Β από το 
αυλάκι κύλισης ΑΚ καιτης απόστασης της προβολής του σημείου Β στην ευθεία ΑΚ από το 
σταθερό σηµείο Α, είναι πάντα σταθερός και ισούται µε το σταθερό µήκος του κυλιόμµενου 


τµήµατος-ράβδου Ι Κ”. 


Απότην σχέση που προέκυψε είναι φανερό ότι η συνεχής καμπύλη η οποία χαράσσεται από 
την γραφίδα του σημείου Β είναι Παραβολή µε κορυφή στο Α, άξονα συμμετρίας την ευθεία 
ΑΜ και µε ΄ορθία” ίση µετο µήκοςτου τµήµατος ΙΚ. Η ηµιευθεία ΑΚ (εικόνα 10) καθίσταται 
διάµετρος που περνά απὀ την κορυφή Α κάθε παραβολικού τόξου ΒΑΩ και διχοτοµεί κάθε 
παράλληλη χορδή ΒΩ (Πρόταση 14). Άραγια κάθε θέσητου Β (ενώ κινείται οκέρσοραςΚ) ο 
λόγος του τετραγώνου της απόστασης ΒΙ προς την αντίστοιχη απόσταση ΑΙ, ισούται πάντα 


µετο σταθερό µήκοςτης κυλιόµενης ράβδου ΙΚ. 
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Μ 


Ὁ Ἑ ΤΩΣ.ι 


(εικόνα 10) 


4.4. Μεταβλητέςτ ανή 

Από την λειτουργία της μηχανής μεταβάλλονται µήκη, γωνίες, θέσεις και προσανατολισµοί 
(σχήµα 54). Θέτοντας (α) ως ψ το µεταβαλλόμενο µήκος του κατακορύφου τµήµατος ΑΙ, (β) 
ὠςχτο µεταβαλλόμενο µήκοςτου οριζοντίου τμήματος ΒΙ, (γ) ως φτο µεταβαλλόμενο µέτρο 
της οξείας γωνίας στο σταθερό σηµείο Α, και (δ) ως ωὦ το µεταβαλλόμενο μέτρο της 


συµπληρωματικής γωνίαςτης φ θα γίνει προσπάθεια εύρεσης των βαθμών ελευθερίας του 
κ νὰ ώς Βλς χΖ ς 
μηχανισμού (αναιἰεγἰ. Από την σχέση πα κν 1, προκύπτει πως η. Ξαοις-0, όπουτος 


παραμένει σταθερό καθ΄ όλη την διάρκεια λειτουργίας της μηχανής. Επομένως χ2 Ξ εψ 5 
ἰχ| Ξ «εΨψ , όπου αναδεικνύεται η εξάρτηση μεταξύ των μεταβλητών χ και ψ (όπως αυτές 
ορίσθηκαν) καθώς και η δυνατότητα χάραξης συµµετρικής καμπύλης ως προς το αυλάκι 


Κύλισης. Στη συνέχεια από το τρίγωνο ΚΙΕ προκύπτει: εφω -- --; θε Ξ Γ---- νο 


ται .Ἐπίσης 
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1 
για την συμπληρωματική γωνία φ ισχύει ότι εφφ Ξ ---- Ξ ---- όπου, πέραν της 


εφω γεψ 


συμμετρίας που υπάρχει στην καμπύλη την οποία χαράσσει η “επέκταση” της μηχανής 


(σχήμα 54) 
(ανα[ἰεΓί, αναδεικνύεται και η αντίθετη φορά μεταβολής των οξειών γωνιών στις δύο 
συμµμµετρικές περιοχές της μηχανής. 
Είναι Φανερό ότι οι μεταβλητές χ, Φ, και ὠ εξαρτώνται από την μεταβλητή ψ η οποία δείχνει 
την απόσταση του κέρσορα Ι. απὀ το σταθερό σηµείο Α. Θα μπορούσαμε επίσης να πούμε 
ότι και οι κλίσεις των πλευρών ΑΗ και ΚΒ εξαρτώνται και αυτές από την μεταβλητή χ. 
Επομένως µέσα και από μαθηματική ανάλυση Φαίνεται ότι η µηχανή αυτή έχει ένα βαθµό 


ελευθερίας και στην απλή µορφή αλλά και στην “επέκτασή” της (σχήμα 55). 


(σχήμα 55) 
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Αξίζει να σημειωθεί ότι λόγω της σχέσης εφφ 5 ο - ---- 
ει εφω Ἓ τα σψ ’ 


κέρσορας προς το σταθερό σηµείο Α και η απόσταση γ μειώνεται, μειώνεται και η γωνία ω 


καθώς μετακινείται ο 


μέχρι να γίνει μηδέν κατά την στιγµή που τοι ταυτιστεί γεωμετρικά µετο σταθερό σηµείο Α. 
Αυτό θα έχει ὡς αποτέλεσµα να γίνειτην ἴδια χρονική στιγµή η γωνία φ ορθή µε αποτέλεσµα 
η ευθεία ΑΒ να γίνει κάθετη µε τον άξονα συμμετρίας ΑΚ της Παραβολής. Δηλαδή σε αυτήν 
την οριακή στιγµή της µηχανής η ευθεία ΑΒ (ΩΑΠ στην “επέκταση” του μηχανισμού) είναι 


εφαπτομένη στο σηµείο Ατου παραβολικού τόξου. 


4.5. Παράμετροι της μηχανής 


(σχήμα 56) 


Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη παράγραφο, υπάρχει η δυνατότητα πριν τεθεί σε 
λειτουργία να αλλάξει το µήκος του κινηματικού µέλους ΙΚ, µε αποτέλεσµα να έχουµε 


αλλαγή της “ορθίας”,της παραμέτρου της Παραβολής που χαράσσει ο μηχανισμός όδευσης 


2 
του ΒονεπίωΓα (ανα[ἰεγ. Αυτό συμβαίνει διότι απὀ την σχέση ψ Ξ ο, Σ 0, αυξάνοντας για 


2 
παράδειγµα το µήκος 6 αυξάνει το κλάσμα . και μπορούμε να θεωρήσουμε ότι µικραίνει ο 


παρανοµαστής Ψ γιατο ίδιο χ, δηλαδή “ρηχαίνει” η καμπύλη (σχήµα 56). Είναι επομένως το 
µήκος του τµήµατος ΙΚ µία παράμετρος για την το αποτέλεσµα τροχιάς που αποτυπώνεται 


στην έξοδο αυτής της µηχανής. 


Θα μπορούσε να θεωρηθεί επίσης και το µήκος της ευθείας ΑΜ (αυλάκι κύλισης) ως µία 
παράµετροςτης μηχανής επειδή απὀ αυτότο µήκος εξαρτάται καιτο µήκοςτου παραβολικού 


τόξου που χαράσσεται. 
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Στην περίπτωση που το µήκοςτου τµήµατος | Κ θεωρηθεί ὀτιισούται µε µία µονάδα µήκους, 
͵ ͵ χ2 2 ͵ , ͵ ῃ 
τότε έχουµε: τ Ξ-19χξγθκ γγ, δηλαδή η μηχανή έχειτην δυνατότητα, µέσα στο 


πλαίσιο των διαστάσεών της, να δίνει την τετραγωνική ρίζα όποιου θετικού αριθμού 


αντιστοιχεί στο µήκος ψ του τμήματος ΑΙ και για την συγκεκριμένη µονάδα µήκους. 


4.6. Αλγεβρικό πλαίσιο αναφοράς μηχανής 


Τοποθετώνταςτο κέντροτου ορθοκανονικού συστήµατος αξόνων στο σηµείο Ατου επίπεδου 
μηχανισμού (αναιἰεγὶ και µε κατακόρυφο άξονα γγ την ευθεία που περνά από το αυλάκι 


Κύλισης, θα γίνει προσπάθεια να περιγραφεί η μηχανή αλγεβρικά (σχήµα 57). 


Κί0,γ-ο) 


μι 
(σχήμα 57) 


Επίσης ορίζοντας ως (Χ/Υ) τις συντεταγμένες του σημείου Β και «το µήκοςτου τµήµατος Ι«, 
η σχέση που προκύπτει απὀ το γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς μετατρέπεται για τον απλό 


Παραβολογράφοτου (ανα[ἰεγί ως εξής: 


ΚΙῤ ο. 
ον ο ωπο ὦ ο οκ] ο αν 


Το σηµείο β(α,γ) Ξ Ρ(/-ο 1Υ). Κατά την διάρκεια λειτουργίας αυτού του "μηχανισμού 


ὀδευσης’' πραγματοποιείται ο επίπεδος σηµειακός γεωµμετρικός μετασχηματισμός 


1{0,γ) ο Ε(-σ,γ) 


ο οποίος είναι και αντιστρέψιµος (κανονικός μετασχηματισμός). 
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Στην περίπτωση της επέκτασης της μηχανής όπου υπάρχουν δύο γραφίδες στα Β και ϱ, 
(σχήµα 56), είναι εμφανής η αξονική συμµετρίατης χαρασσόµενης καμπύλης ὠςπρος αυλάκι 
Κύλισης, το οποίο και αναδεικνύεται πάλι απὀ την προηγούµενη σχέση και λόγω των 


συντεταγμένων των σημείων Β και |: 
ι-Ξικο--Ξεσ2 Ξ --γ 9 |Χ| Ξο -ΟΥΞΧΥΞ Ἔν--εγ 


Αυτό είναι ένας επίπεδος σηµειακός γεωμετρικός μετασχηματισμός του κάθε σημείου 


10, γ) σε δύο σηµεία του επιπέδου, τα Εί/ --οἨ, γ), δι ο(--ν --οἨ, γ). 


Ι(0,Υ) ο (Ε(/-σ,γ)Ο(--ο,γ)) 
Δηλαδή έχουµε έναν επίπεδο σηµειακό γεωμετρικό μετασχηματισμό όπου κάθε σηµείο µιας 
ευθείας αντιστοιχεί αμφιμονοσήμαντα σε ένα ζεύγος συµµετρικών ως προς άξονα σημείων 
Γ2-ο ΕΣ χΧ 2) µιας παραβολικής καμπύλης. Στα ίδια αποτελέσµατα καταλήγουμε 
χρησιμοποιώνταςτο Πυθαγόρειο Θεώρημα διαδοχικά για τατρία συνυπάρχοντα τρίγωνατης 


μηχανής. 


ΑΚ2Ζ Ξ ΑΕΖ ΓΚΕ295.Υ-- ε[2ξ (|--γ!ή --κ2) -- (αἳ - κ2) 5 


5 Υ2 -- 20 εξ Ξ γ2-«2χ2 «ε2 99 χ2 -ογ 5 ΙΧ] Ξ«/-ογξ«-2ργ 


(σχήμα 58) 


Τελικά το σταθερό µήκος ετης ράβδου |Κ είναι το µήκος της “ορθίας” κατά τον Απολλώνιο. 
Θέτοντας «Ξ2Ρ, η µηχανή αυτή µπορεί να προσδιορίσει την Εστία και την διευθετούσα της 
Παραβολής την οποία και χαράσσει. ΄Χωρίζοντας” το τµήµα ΙΚ σε τέσσερα ίσα τμήματα 
(µήκους ρ/2 ἐκαστο), Και εάν η μηχανή έχειτην δυνατότητα να περνά το κυλιόμενοτμήμαι Κ 
δια µέσου της κορυφής Α, Και στην συνέχεια να σταματήσουμε την Κύλιση όταν ΙΑΞ3Ρ/2 και 


ΑΚΞΡ/2 (σχήμα 58). Τότετο Κ υποδεικνύει την Εστίατης Παραβολής καιτο Ν υποδεικνύειτο 
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σηµείο όπου η διευθετούσα τέμνει κάθετα τον άξονα συµµετρίαςτης Παραβολής και αυλάκι 


κύλισης του αρθρωτού μέλους! Κ. 


4.7. Κατασκευή προσοµοίωσηςτου παραβολογράφου (ανα[ἰθγ]. 


Με βάση την εικόνα 11 σχεδιάστηκε η αρχική προσοµοίωσητου συγκεκριµένου 


μηχανισμού όδευσης µε λογισμικό δυναμικής Γεωμετρίας. 


(εικόνα 11) 


ΑΦού χαράχθηκε και σταθεροποιήθηκε στην επιφάνεια εργασίας του «6ορερΓα µία ευθεία 
γραµµή ΑΜ σταθεροποιώντας τα σηµεία Α και Μ, στη συνέχεια ορίσθηκε και ένα τρίτο 


σηµείο! δυνάµενο να μετακινηθεί πάνω στην ΑΜ. Στο σηµείο | χαράχθηκε κάθετη ηµιευθεία 


Φικ-2 


ων ο πο σος οσόνον 


λα όν { 


ΦΜ 

(σχήμα 59) 
προς την ΑΜ η οποία μετακινώντας το Ι. μπορούσε επίσης να κινηθεί παραλλήλως µε την 
αρχική της θέση (σχήµα 59). Για να κατασκευάσουµε το “σταθερό” σε µήκος τµήµα ΙΚ το 


οποίο σύρεται µέσα στο αυλάκι (ευθεία) ΑΜ, ορίσθηκε αριθµητική παράμετρος «Ξ({Ι«) που 
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να λαμβάνει µόνο θετικέςτιµές, και µετά χαράχθηκε κύκλος (Ι,«). Το κατώτερο σηµείο τοµής 
του κύκλου και της ΑΜ ορίσθηκε ως Κ και ο κύκλος τέθηκε µη ορατός (σχήμα 60). Στη 
συνέχεια µε διάµετρο το τµήµα ΚΑ σχεδιάστηκε κύκλος που τέμνει την προηγούµενη 
ηµιευθεία στο Β, και φΦέρονταςτις ηµιευθείες ΒΑ και ΒΚ εξασφαλίστηκε η μόνιμη καθετότητά 
τους στο Β καθώς μετακινείται ο κέρσορας |. (μαζί µε το ΙΚ) και για οποιαδήποτε τιµή της 


παραμέτρου «Ξ(Ι.Κ) (σχήµα 60). 


κ 


όν 
(σχήμα 60) 


Τέλος, κάνοντας µη ορατό καιτον κύκλο διαμέτρου ΑΚ και ενεργοποιώνταςτην γραφίδα στο 
σηµείο Β (ίχνος ενεργό), η προσομοίωση του παραβολογράφου {(ανα[ἰεγί ολοκληρώθηκε 


(σχήμα 61). 


(σχήμα 61) 
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4.7. Μηχανολογική κατασκευή του παραβολογράφου {ανα[ἰεγί 


Η κατασκευή του μηχανισμού πραγματοποιήθηκε µε τον παραδοσιακό τρόπο, δηλαδή 
χρησιμοποιώντας υλικά όπως ξύλο, αλουμίνιο και λαμαρίνα. Αρχικά πάνω σε ορθογώνια 
επίπεδη ξύλινη βάση διαστάσεων 70 επι χ 55 ΕΠ], προστέθηκε ξύλινο καδρόνι 70 επι που 
φέρει στο µέσον του ευθύγραμμο αυλάκι κύλισης από αλουμίνιο, έχοντας τον ρόλο του 
σώματος ΑΜ. Το καδρόνι αυτό κολλήθηκε σε αντιστοίχου µήκους πλευρά της ορθογώνιας 


βάσης (εικόνα 12). 


(εικόνα 12) 


Είσοδος μηχανισμού ΚΙ: Σε δεύτερο επίπεδο παράλληλο µε την βάση τοποθετήθηκε το 
κινητήριο µέλος (είσοδος) ΚΙΒ, ἐτσι ώστε το ξύλινο µέλος ΚΙ της ξύλινης ορθής γωνίας (µε 
κορυφή στο!) να µπορεί να κυλίεται ολόκληρο µέσα στο αυλάκι κύλισης ΑΜ, και αυτό διότι 
είχε τοποθετηθεί στο ΚΙ. η αντίστοιχη ράβδος από αλουμίνιο του συρόµενου μηχανισμού, 


δημιουργώντας έτσι πρισµατική άρθρωση 5/ςτάξεως. 


Επίσης κατά µήκος του άξονα της πλευράς ΚΙ ανοιχθηκαν δέκα τρύπες για να µπορεί να 


μετακινηθεί το σταθερό (κατά την λειτουργία του μηχανισμού) σηµείο Κ, χρησιμοποιώντας 
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αντιστοίχου διαμέτρου ξύλινη κυλινδρική σφήνα, η οποία έχει καιτον ρόλο “περιστροφικής” 


άρθρωσης για τον κινούμενο µέλος ΚΒΑ. 


(εικόνα 13) 


Στην άλλη πλευρά του µέλους ανοίχτηκε κατά µήκοςτου ξύλου ΙΕ, διαµπερής ευθύγραμμη 


διαδρομή, που επενδύθηκε από λαμαρίνα για προστασία της από τριβές. 


Για να κινείται το ορθογώνιο κινητήριο µέλος ΚΙΒ παράλληλα µε το επίπεδο της ξύλινης 
βάσης, είχε ήδη τοποθετηθεί στο περίγραμμα της ορθογώνιας βάσης, ξύλινο πλαίσιο για να 


πατάνεισοὐψώς οιπλευρές της ορθής γωνίας ΚΙ. 


Έξοδος μηχανισμού ΚΒΑ: Και στα δύο ξύλα που αποτελούν τις πλευρές της ορθής γωνίας 
ΚΒΑ (κινούμενο µέλος μηχανισμού), ανοίχτηκαν διαµπερείς ευθύγραμμες διαδρομές οι 
οποίες επίσης επενδύθηκαν µε λαμαρίνα λόγω τριβών. Στη συνέχεια το ΚΒΑ αρθρώθηκε στις 


τρεις διπλές αρθρώσεις στα σηµεία Κ, Β, Α, εκτων οποίων µόνοτο Α δεν μετακινείται. Επίσης 
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στην κορυφή Β της ορθής γωνίας ΚΒΑ, αρθρώθηκε περιστροφικά αλλά και πρισµατικά η 
πλευρά ΙΒ του κινητήριου µέλους ΚΙΜ. 


Ο ρόλος των αρθρώσεων αυτών είναι διπλός επειδἠ επιτρέπουν την περιστροφή του 
ορθογώνιου µέλους ΚΕΑ γύρω από άξονες κάθετουςπροςτο επίπεδο βάσης (γενο]μῖε Ιοἱηῖς) 
στα σηµεία {, Β, Α, καθώς και λόγω της ευθύγραμµης κίνησης που επιτρέπονται να κάνουν 
οι πλευρές της ορθής γωνίας ΚΕΑ λόγω των διαμπερών ευθύγραμµων διαδρομών ΑΒ, ΚΕ και 


ΙΕ που λειτουργούν πρισµατικά. 


Στην άρθρωση Β ανοίχθηκε και τρύπα για να µπορεί να τοποθετηθεί γραφίδα κάθετα στο 


επίπεδο κίνησης. 


ιο ΦΑ 


κο 
μὀ 
(εικόνα 14) 


Τέλος, σύµφωνα µε την ταξινόμηση του Δημαρόγκωνα (14985) καιτου Μαυρομάτη (1985), η 
κινηματική αλυσίδα του (αναιἰεγ αποτελεί έναν σύνθετο και κλειστό επίπεδο μηχανισμό 


όδευσης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5ο: “Ο επίπεδος Παραβολογράφοςτου ΕΓάης ναη δεμοοΐεη ” 
5.1. Μηχανολογικό πλαίσιο αναφοράς του μηχανισμού 
Ο παραβολογράφος του ναη οοποοῖεη [εικόνα 13), αποτελείται συνολικά από επτά 
άκαµπτους ράβδους και µία επίπεδη βάση. Τρεις ράβδοι εξ αυτών φέρουν αυλάκι κύλισης 
καθ’ όλο το µήκος τους και µία εξ αυτών είναι σταθεροποιηµένη στην επίπεδη βάση και έχει 
τον ρόλο µπάρας κύλισης ενός οδηγού (κέρσορα). Τέσσερεις ισοµήκεις ράβδοι εἶναι 
αρθρωμένοι ανά δύο μεταξύ τους µε περιστροφικές αρθρώσεις (Βενοιμῖς ραἱς: π-ραίγ) ενός 


βαθμού ελευθερίας, δημιουργώντας έναν Ρόμβο. 


(εικόνα 13) 


Χρησιμοποιώνταςτα ονόματα των χαρακτηριστικών σηµείωντου εικονιζόµενου μηχανισμού 
από την εικόνα 13, η κορυφή Β του ρόμβου είναι σταθερή όπου και αρθρώνονται 
περιστροφικά (Γγενο|μῖθ ]οϊπῖς) δύο πλευρές του Ρόμβου. Η απέναντι κορυφή {4 πέραν της 
περιστροφικής άρθρωσης που έχει για τις άλλες δύο πλευρές του ρόμβου, φέρει και 
πρισµατική άρθρωση “κύλισης” κατά µήκος της οριζόντιας σταθερής µπάρας (πρισµατική ή 
γραμμική άρθρωση στο επίπεδο - ρἰ8ΠαΓ ργἰςηιαϊίς ραΐγ: Ρ-ραίγ) ενός βαθμού ελευθερίας 


επίσης. 
Στο ίδιο σηµείο έχουµε και τρίτη άρθρωση του κέρσορα { και της δεύτερης µπάρας κύλισης 


της μηχανής µε τέτοιον τρόπο που να παραμένει πάντα κάθετη µε την οριζόντια 


σταθεροποιηµένη µπάρα κύλισης του κέρσορα και να µπορεί µόνο να κυλίεται κατά µήκος 
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της οριζόντιας σταθερής. ὈΌσο αφορά την άρθρωση για την καθετότητα των δύο µπαρών, 
αυτή δεν έχει βαθμούς ελευθερίας επειδή δεν επιτρέπει καµµία κίνηση. Επομένως η 
κατακόρυφη µπάρα 41 είναι η είσοδος ή κινητήριο µέλος του μηχανισμού και η οριζόντια 


μπάρα ΟΒ είναιτο “σώμα”του. 


Η τρίτη µπάρα κύλισης ΕΏ εἶναι αρθρωµένη περιστροφικά και πρισµατικά στην κορυφή Ετου 
ρόμβου ΕΒΗΑ. Στο σηµείο Ώ αυτής της µπάρας, ἐχουμε τριπλή άρθρωση του Ώ έτσι ώστε να 
έχουµε πρισµατική ἡ γραμμική άρθρωση τόσο µετην κατακόρυφη µπάρα 6Ώ όσο και µετην 
πλάγια µπάρα ΕΡΏ, αλλά και περιστροφική άρθρωση για την ταυτόχρονη περιστροφή της 
µπάρας ΕΡΏ γύρω απότο Ώ λόγω της ταυτόχρονης κίνησης της άρθρωσης Ώ στις δύο µπάρες 


καθώς κινείται ο κέρσορας 6. 


Η τέταρτη κορυφή Η του ρόµβου πέραν της περιστροφικής άρθρωσης για της δύο πλευρές 
του ρόµβου που συνδέει, δεν χρειάζεται να αρθρωθεί γραμμικά και µετην πλάγια µπάρα ΕΏ 
(αν και έτσι φαίνεται στην εικόνα) επειδή η ΕΏ έχει και μονίμως ρόλο διαγωνίου του ρόµβου, 
σε οποιαδήποτε θέση του κέρσορα, όπως θα δείξουµε στο γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς 
που ακολουθεί, και επομένως η τέταρτη κορυφήτου ρόμβου οφείλει να βρίσκεται πάνω στην 


διαγώνιο που της αντιστοιχεἰ. 


Όλες αυτές οι αρθρώσεις που περιγράφηκαν, δείχνουν ότι έχουµε μεταβαλλόμενες όλες τις 
γωνίες της µηχανής που έχουν για κορυφή κάποια περιστροφική άρθρωση. Οι ράβδοι της 
μηχανής βρίσκονται σε παράλληλα νοητά επίπεδα µε την επίπεδη βάση της µηχανής και η 


διάταξη έχει ως εξής: 


9 Πάνω στο επίπεδο βάσης έχουν τοποθετηθεί η οριζόντια µπάρα και η κατακόρυφη 


µπάρα αἱ δημιουργώνταςτο πρὠτο παράλληλο επίπεδο. 


9 Ακολουθείτο επίπεδο που ορίζουν οι ράβδοι Εα και ΒΗτου ρόμβου, δημιουργώντας 


το δεύτερο παράλληλο επίπεδο. 


9 Ακολουθείτο επίπεδο που ορίζουν οι ράβδοι ΕΒ και «Ητου ρόµβου, δημιουργώντας 


τοτρίτο παράλληλο επίπεδο. 


9 Τέλος έχουµε το επίπεδο της πλάγιας μπάρας ΕΗΡΚ δημιουργώντας το τέταρτο 


παράλληλο επίπεδο. 


Είναι προὐπόθεση σωστής λειτουργίας της µηχανής να παραμένουν παράλληλα τα νοητά 
τέσσερα επίπεδα µε το επίπεδο βάσης. Επίσης το επίπεδο της πλάγιας μπάρας ΕΗΡΚ θα 
μπορούσε να προηγηθεί των δύο επιπέδων των πλευρών του ρόμβου, χωρίς να έχει 


λειτουργικό πρόβλημα η μηχανή. 
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(εικόνα 14) 


Για την χάραξη της Παραβολικής καμπύλης υπάρχει η δυνατότητα τοποθέτησης γραφίδας 
στην τριπλή άρθρωση Β (στο κάτω µέρος της άρθρωσης ἡ διαμπερώςτης άρθρωσης κάθετα 


προς την πινακίδα. 


Τέλος, σύµφωνα µε την ταξινόμηση του Δημαρόγκωνα (1985) καιτου Μαυρομάτη (14985), η 
κινηματική αλυσίδατου ναη 5δεποοῖεη αποτελεί έναν σύνθετο και κλειστό επίπεδο μηχανισμό 


όδευσης. 


5.2. Βαθμοί Ελευθερίας του επίπεδου παραβολογράφου Εί{8ῃς ν8η 5εποοῖθῃη 


Εκ πρώτης όψεως Φαίνεται πως αυτή η µηχανή έχει ένα βαθµό ελευθερίας επειδή όλα τα 


κινούμενα µέλη της κινούνται µόνο όταν κινείται ο κέρσορας 6. 


Σύμφωνα µε την σχετική εξίσωση ΚιϊζοαεΠ-(Πεβγςςσεν ΝΛ/ Ξ 3(η-1)-2{ι-{)όπου ΝΝ το πλήθος 
των ΒΕ της επίπεδου μηχανισμού, πτο πλήθος των µελών της μηχανής μαζί µετο σώμα, ἴιτο 
πλήθος των αρθρώσεων µε ένα ΒΕ και Ώτο πλήθος των αρθρώσεων µε δύο ΒΕ. Τα µέλη του 
μηχανισμού είναι οκτώ και επίπεδες αρθρώσεις ανωτέρας τάξεως δεν υπάρχουν. Η 
κινηματική αλυσίδα αυτή έχει 10 επίπεδες αρθρώσεις κατωτέρας τάξεως. 

Συγκεκριµένα έχει δύο αρθρώσεις στο 4 (πρισµατική και περιστροφική), δύο περιστροφικές 
αρθρώσεις στο Ε, µία περιστροφική άρθρωση στο σταθερό σηµείο Β, δύο περιστροφικές 


αρθρώσεις στο Η και τρεις αρθρώσεις στο σηµείο-γραφίδα Ώ (δύο πρισµατικές και µία 
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περιστροφική). Επομένως ΝΞΖΙ-20-0Ξ1 και επομένως η µηχανή έχει ένα βαθµό 


ελευθερίας. 


Τέλος πρέπει να σημειωθεί ότι υπάρχει η δυνατότητα να αλλάξει η απόστασητου σημείου Β 
απὀ την οριζόντια μπάρα καθώς και τα µήκη των πλευρών του ρόμβου. Όμως οι αλλαγές 


αυτές μπορούν να γίνουν πριν τεθεί σε λειτουργία η μηχανή. 


5.3. Γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς µε µονογραμμική απεικόνιση του μηχανισμού 


Προβάλλοντας την µηχανή στο επίπεδο µε µονογραμμική απεικόνιση, χαράσσουµε την 
κάθετη ευθεία απὀ το Β προς την ΟΒ και ορίζουµε ὡς Ετο σηµείο τοµής των. Στη συνέχεια 
φέρουμε απὀ το Ώ την κάθετη προβολή του στην ευθεία ΒΕ και ορίζουµε ως «την προβολή 
του Ρ (σχήμα 62). Τα τρίγωνα ΒΗΡ και 6ΗΏ ισούνται έχοντας κοινή την ΗΏ, ίσες τις ΒΗ και 
(6Η ως πλευρές ρόµβου, καθώς και τις περιεχόµενες γωνίες τους ίσες ως παραπληρώματα 
των ίσων γωνιών που δημιουργεί η διαγώνιος (και διχοτόµος) ΕΗ του ρόμβου. Επομένως και 


οι απέναντι πλευρές ΒΒ και Ώα είναι ίσες. 


! 
[σχήμα 62) 
Από την προηγούµενη ισότητα και απὀ την ταυτόχρονη καθετότητα της Ὀα και ΩΒ, σε 
οποιαδήποτε θέσητου Β, το σηµείο Ώ ισαπέχει απὀ την ευθεία ΟΒ και απὀ το σηµείο Β και 


επομένως ανήκει σε Παραβολή µε Εστία το Β και διευθετούσα την ΟΒ (Θεώρημα 3). 


Το µήκος του τµήµατος ΒΕ είναι η απόσταση Εστίας και διευθετούσας η οποία συμβολίζεται 


με ρ. Εφαρμόζοντας στοτρίγωνο Β(Ώτο Πυθαγόρειο θεώρημα προκύπτει : 
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ΒΡ2 - Β602 -- 69235 Ρα Ξ (6Ε -- ΒΕ)2 --6ϱ2 5 Ρα2 Ξ (ρα -- ΒΕ)ΣΖ «6Ρ295 
5 Ρ62 Ξ Ρ62 -- 206 -ΒΕ -ΕΒΕΖ 6925 ΒΕΖΣ -ε6οΡξ Ξθ 2µ0ᾳ:ΒΕ5 
5Ώ--2µρα-:ΒΕ- ΒΕΖ5 6ΡΏΣΞ- 2Ρᾳα:ρ- ρ25 6Ρ2 -«ρὲ- 2ρ:0Ρς6 
Η τελευταία εξίσωση είναι µία αποκλειστική σχέση μεταξύ των αποστάσεων που έχει το 
σηµείο Ώ απὀ την οριζόντια ευθεία ΟΩΒ και από την κατακόρυφη ΒΕ, σε οποιαδήποτε θέση 


του Ώ λόγω της κίνησης του κέρσορα 6. 


5.4. Μεταβλητές της μηχανής 


Έστω Ε η προβολή του σημείου Β στην ευθεία ΟΒ και χη απόσταση του κινούμενου σημείου 
6 απότο σηµείο Ε της μπάρας κύλισης. Επίσης ορίζονται ὡς ὃ και π-ὃ οιγωνίεςτου Ρόμβου, 
ως δι η διαγώνιος Βά του Ρόμβου, ως ὅ2 η διαγώνιος ΕΗ του Ρόµβου και ως ω η γωνία που 


δημιουργεί η διαγώνιος δι µετο τµήµα ΒΕ (εικόνα 19). 


(εικόνα 15 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕᾷ προκύπτει ότι εφω - πο Ξ 3 35 ω Ξ Τοξεφ (0. 


Επίσης στο ίδιο τρίγωνο µέσω Πυθαγορείου θεωρήματος προκύπτειπως δι Ξ φχ2 -- Ρ2και 


επομένως οι μεταβλητές δι και ὦ εξαρτώνται από την μεταβλητή χ. 
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ο 


θ 
Επίσης στοτρίγωνο ΕΚατου ρόμβου προκύπτει: εφ σε τσ) 


θ 
ο πρ 2 βΙῤΥ- 
ὃρ Ξ νχΣ Γρ εφ -. 
Άρα και η διαγώνιος ὅ2 εξαρτάται από τις μεταβλητές χ και ὃ. 
Εφαρμόζοντας στη συνέχεια τον νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΒΕα προκύπτει: 


(Β6)2 -- (ΒΕ)Ζ -Ε (Ε0)2 -- 2(ΒΕ) - (Ε8) : συν(π-- 8) 3 δι; -- λ2 --λὲ -- 2λ2(--συνθ) 3 


χ2 -Ε ϱ2 -- 2λ2(1 «Ε συνθ) -- 2λ2 (1 α 2συνὲΣ -- 1) 3χό «Ε ρὸ -- 4λ2 «συν"» 5 


3 χὲ -- --ρὲ «« 4λ2 «συν 55» Ιχἰ -- |--ρᾷ -- 4λ2 : συνὸ». 


Εδώ Φαίνεται εκτων προτέρων (λόγω της απόλυτης τιµής) η συμμετρία του Παραβολικού 


τµήµατος που θα σχεδιαστεί από τον μηχανισμό. 


͵ ὃ δ-  χ2ερΣ ὃ χ2-»ρ2 ὃ 
Επίσης: χ2 -- --ρ2 -« 4λ2 . συν2- «) συν2- -Ἐ---- 9 συν- - Β. -- συν (- 2) 
2 2 Αλ’ 890ο 2 412 2 
2 


και Φαίνεται επίσης κατά την διάρκεια της Κίνησης, η συμμετρική αυξομείωση των 
“ημίσεων” γωνιών της ὃ του ρόµβου λόγω της αντίθετης φοράς περιστροφής των πλευρών 
του ρόµβου γύρω από τις περιστροφικές αρθρώσεις Β, Ε, , Η. Τελικά και η μεταβλητή χ 


εξαρτάται από την μεταβλητή ὃ. 


Επομένως όλες οι μεταβλητές που αναφέρθηκαν, εξαρτώνται από την μεταβλητή ὃ (γωνία 


του ρόµβου), και προκύπτει και µέσα από μαθηματική ανάλυση πως ο μηχανισμός έχει ἑνα 


βαθµό ελευθερίας. 
5.5. Παράμετροι της µηχανής 


Έχει δειχθεί στο γεωμετρικό πλαίσιο αναφοράς ότι: 0Ρ2 ΕΡ2Ξ 2Ρρ:Ραᾳ35 ΕΞ «Ρ2Ξ 


: ο ρολό ο Ὀ ο ὁ εν 
2ρ:Ρᾳ 3 χ τρ’ -2ρ:Ραρα-; ορ ας ο ο 


Αυτή η σχέση µπορεί να ερμηνευθεί τι αυξάνοντας την θετική ποσότητα ϱ, για το ἰδιο χ 
µικραίνει το τµήµα Ας, δηλαδή η κατακόρυφη απόσταση του σηµείου Ώ από την κορυφή Α 
της Παραβολής την οποία χαράσσει η µηχανή για κάθε τιµή του ῥρ. Άρα η απόσταση του 
σταθερού σημείου Β απότην οριζόντια ευθεία ΩΒ, είναι µία παράμετρος αποκαμπύλωσης” 


της µηχανής αυτής. 
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Θεωρώντας στη συνέχεια το µήκοςτου οριζοντίου ευθυγράµµου τµήµατος ΩΒ να αυξάνεται 
όσο χρειάζεται, παρατηρείται ότι υπάρχουν μέγιστες αποστάσεις του δρομέα ϐ, δεξιά και 
αριστερά απότο σηµείο Ε, διότι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕ( το µήκοςτης υποτείνουσαςτου 
Βς έχει μέγιστη τιµή 2λόπου λΆτο µήκοςτης πλευράςτου ρόµβου καιτότε απότο Πυθαγόρειο 


θεώρημα στο ΒΕα έχουµε (σχήμα 62): 


Εᾷ2 Ξ- Β62 -- ΒΕΖ 5 χ2 -- (2λ)2 -- ρ2 95 ΙχΙ - φ4λ2 -- ϱ2 


Ε 


(σχήμα 62) 


Επομένως εάν κρατηθεί σταθερή η απόσταση ρ,τότε αυξάνοντας το µήκος λ των πλευρών 


του ρόµβου αυξάνεται και η μέγιστη απομάκρυνση του δρομέα α εκατέρωθεν του σημείου 
1 
Ε, καθώς επίσης από την σχέση ΑΠ Ξ σι χ2 αυξάνει και η µέγιστη απόσταση του { από 


την κορυφή της Παραβολής, δηλαδή, χωρίς να αλλάζει η καμπυλότητα της Παραβολικής 
καμπύλης, μεγαλώνει το µήκοςτων συμμετρικών κλάδων της (χωρίς να υπάρχει περιορισμός 


απὀ το µήκοςτης οριζόντιας μπάρας ΩΛβ). 


5.6. Αλγεβρικό πλαίσιο αναφοράς μηχανής 


Έστω Ε η προβολήτου σημείου Β στην ευθεία ΩΡΒ, και τοποθετώντας ορθοκανονικό σύστηµα 
αξόνων στο Ετης ευθείας ΩΒ και µε οριζόντιο άξονα χ'χτην ευθεία ΩΒ, θα γίνει προσπάθεια 
να περιγραφεί η µηχανή αλγεβρικά. 


Απότην εφαρµογή του Πυθαγορείου Θεωρήματος στοτρίγωνο Β6ΕΏ,προκύπτει (εικόνα 16): 


ΒΗ2 -- Β62 -- 6025»... 59 6ΡΣ - 206 -ΒΕ -- ΒΕΣ -|κ[Σ --2(-γ).ρ-- ϱ25 
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κ» --2ρυ-ϱ 9 2ργ- -κὖ -ϱγτσρκ)--- 


και έχουµε πλέον την αλγεβρική εξίσωση της παραβολικής καμπύλης που χάραξε η μηχανή 
σύμφωνα µε το Καρτεσιανό σύστημα αξόνων που επελέγη. Επίσης από την µορφή της 


εξίσωσης καταδεικνύεται το συμμετρικό αποτέλεσµάτης ως προςτον γγ άξονα. 


ος. 


.------------κ- 


(εικόνα 16) 


Αυτή η ᾽αμϕιμονοσήμαντη” µηχανολογικά εἰσοδος και έξοδος, ή αυτός ο 
αμφιμονοσήμαντος σηµειακός γεωµετρικός μετασχηματισμός των σημείων της οριζόντιας 


ευθείας ΟΒ στα σηµείατης Παραβολής, αποτυπώνεται αλγεβρικά ως εξής: 
-ᾱ 
α(ακ,0) 0 (σοκ -- 5), 


η οποία και είναι µια αντιστρέψιµη απεικόνιση [2 -υβ2. 


5.7. Εφαπτοµένη και Κανονική της Παραβολής µέσω της μηχανής. 

Προσαρμόζεται ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο σχεδίασης µε σηµείο 
αναφοράςτο σταθερό σηµείο Β, µε οριζόντιο άξονα γγ ευθεία παράλληλη προς την ευθεία 
ΟΡ (µπάρα κύλισης) η οποία διέρχεται από το Β (σχήμα 63). Η σταθερή κάθετη απόσταση 


(ΒΕ) του Β απότην οριζόντια ευθεία ΟΒ την ορίζεται ως ρ. 
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-.-ᾱ------------------------ρα.αρα. ο. 


[σχήμα 63) 
Περιορίζοντας την µελέτη δεξιά απότοξΕ,το ασε µία τυχαία θέση του και σύµφωνα µετο 
Καρτεσιανό σύστηµα που επελέγη, έχει συντεταγμένες α Ξ (Χα,γς)Ξ(-ρ,ῤ: εφνν) 


όπου {Ξ (Β6),νν Ε [0,909). Επομένως η κατακόρυφη ευθεία 6Ρ έχει εξίσωση: 


αΡιγζξνς ΞΥΞ Ρ': εφνν. Στη συνέχεια θα υπολογισθούν οι συντεταγμένες του 


κέντρου Ρτου ρόµβου και η κλίση της Β4: 


ΧΡ ΓΣ .. 0-ρ Ο4Ρ:εφν” - "εφνν . "εφνγ--0 
ΡΞ(5 «Σο. μ ος ο ------- ---εφνν 
2 2 2 2 2 2 Χᾳ- ΧΒ -ρ-0 


Επομένως η κλίση της εφαπτοµένης ευθείας ΕΡ (πλάγια κινούμενη μπάρα) στο σηµείο Ώ της 


Παραβολικής καμπύλης ισούται µε λιρ Ξ -- Ξ σῳνν. 


Η εξίσωση της ΕΏ για το συγκεκριµένο Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγμένων είναι: 


(ΒΡ):Υ “γρ λερα-κρ) ουσ 5 σφνν. (5) 9... Υ 5 σφν Χο 


Για να υπολογισθούν οι συντεταγμένες του σηµείου Ώ (το οποίο ισαπέχει από την ΟΒ και 


το Β), αρκεί να λυθεί το σύστηµα των ευθειών ΕΏ δι αΏ: 


Υ5- Ρ': εφνν Υ5- Ρ: εφνν Υ5- Ρ: εφνν 
ο ο Μο απών 


ηµ2ν ηµ2ν ημζνν 
ΥΞ Ρ: εφνν ο πο Ρ ΕΦΝ 
5» 1 1 «» 2Υν να 9» 

Χς «Ρρ.εφνν - -- με πα όν αμ ρν 

σφνν σφνν ημ2νν συν2νν συννν 2ημνν.συννν 
ΥΞ Ρ' εφνν Υρ -- Ρ" εφνν 

2ημὲνν Ρ 95 ρ(--1342ημ2νν) ϱ. 
κΞ Ῥ- Χρ Ξ ἵ--σ----- 

2συν2νν 2συν2νν 2συν2ννὺ 


Στην συνέχεια θα υπολογισθεί σε ποιο σηµείο τέμνει η προέκταση της διαγωνίου ΕΏ 


(πλάγια μπάρα) τον άξονα Χ.Χ, θέτοντας στην εξἰσωσή της γΞ0 (σχήµα 64). 
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Ρ 


0Ξσφω.κ---ἕ- -Θχ.σφίν---- ὠκ- . ας ,καιτο σηµείο αυτό 
ημ2νν ημ2νν) ημ2ΝΝΥ:σφνν ο Ζσυνὲνν 


͵ ῃ δρ 
εποµένω είναι το Τ {.-σἼοτς 0). 
µ ο 2συν2νν’ 


........-..........-- σ-----ο ---------------.-----.-..---- 


(σχήμα 64) 


Η κορυφή Ατης Παραβολής ισαπέχοντας απὀ την Εστία και την διευθετούσα, βρίσκεται στο 


μέσον του τµήµατος ΒΕ. Επομένως η απόσταση του σημείου Τ από το Α εἶναι: 


ἀι -- (ΤΑ) - (ΤΒ) -- (ΑΒ) - --------Σ. 


.- 2 
Επίσης η απόσταση της τετµηµένηςτου Ώ απότο µέσοντου Εβ ισούται µε((Α): ἆ», -- (6Α) - 


- 2 
Χρ Γ(ΑΒ) - ες ο .. . Στη συνέχεια θα ελεγχθεί εάν ἆι Ξ ἆ. 


2συν2νν 
1 -- 2ημένν --1 -Ἑ 2ημ2νν 
ἄωδοςἳ Ρ. Ρ-142ημν) ο Ρ ο... πα 
2συν2νν 2 2συν2νν 2  2συν2ν 2συν2νν 
Ρ [σος -τ]- Ρ(-142ηµ” νύ) 1 2ημ2 νν) " - - -ᾱ-»2ημ2νν 1--2συν2νν - -ᾱ1-»2ημ2νν 
2συν2ννὺ ο 2συνὸνν 2συν2ννὺ στ 2συν2νν 2συν2ν 2συνὸνν 
--συν2νν Ξ --συν2νν. 


Επομένως, το µέσον Ατου ΕΒ και κορυφή της Παραβολής είναι πάντοτε µέσον του τμήματος 
Τς (υποεφαπτομένη), για οποιαδήποτε θέση του σημείου (γραφίδας) Ώ. Με άλλα λόγια, για 
κάθε θέση της γραφίδας Ώ, η κορυφή της καμπύλης αυτής ισαπέχει από το σηµείο όπου η 
εφαπτομένη ευθεία ΡΕ τέμνει τον άξονα συµµετρίαςτης καμπύλης και από την προβολή του 


σηµείου ἢΏ στον άξονα συμμετρίας, και έτσι επαληθεύεται αλγεβρικά πως η 
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“υποεφαπτομένη” κάθε σηµείου της Παραβολής έχει ως µέσον της την κορυφή της 


Παραβολής. 


Στη συνέχεια φέροντας την κάθετη ευθεία στην εφαπτομένη της Παραβολής στο σηµείο ΒΏ, 
αυτή τέμνειτον άξονα συμμετρίας στο σηµείο {/ καιτο τµήµα ΡΙ) ορίζεται ως “κανονική” στο 
σηµείο Ώ αυτής της καμπύλης, Και η προβολή της {Ι) στον άξονα συμμετρίας ορίζεται ως 
“υποκανονική "στο σηµείο Ώ αυτής της καμπύλης (σχήµα 65). Θα ελεγχθεί τι συμβαίνει µε 
το µήκος της “υποκανονικής” γιατις διάφορες θέσειςτου σηµείου Ώ, αφού υπολογισθούν οι 


συντεταγμένες του σημείου 0. Έχει ήδη υπολογισθεί η κλίση της εφαπτοµένης ευθείας ΕΡ: 


ρ(--14:2ημ2νν) ) 


Ξ σφν’ Ὢ λρυ - -εφνν, καθὠς και το σηµείο ἢ- ( σον 


1 
λρ-- 
ο μτασο 


ο 2 
(Ξ .-. .Ρ) εφνν). Άρα η ευθεία ΡΙ/ έχει εξίσωση: 


- -- Ρ(--132ημ2ν)) 

Υ- γρ Ξλρυ(ά -χη) 9Υ”- Ρ'εφν --εφνν [κο ) ο 

Ρ(--142ημ2νν) 
2συν2νν 


ΥΞ --χεφνν [εφνν ' Τρ. εφνν] και θέτοντας γΞ0 στην προηγούµενη σχέση 


υπολογίζεται σεποιο σηµείο τέμνειτον άξονα συμμετρίας: 


Ρ(--1342ημ2νν) ] Ρ(--132ημ2ν)) (σαν) 
Χ.εφινΞξ εφ ἵ---σ--Ἔρερνιςσκτς-------Ἔρθρί---- τι 
φ | φ 2συν2νν ο. 2συν2νν Ρ Ρ 2συν2νν 
(-1,2ημ2νν)2συν2ν/ 1 
Χυ -- 2 ο... 2 
2συν/νν 2συν/νν 


Δηλαδή στο σηµείο Ὁ (ρ ἳ -- ϱ)) και το µήκος (60) ισούται µε: 


2συν2 
σσ πο ια κκ πι 
Ό 6 Ό . 2συν2νν 2συν2ννὺ 2συν2νν 2συν2ννὺ 
2συν2νν - 
2συν2ν; 


! 
. 


(σχήμα 65) 
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Τελικά επαληθεύεται αλγεβρικά ότι η “υποκανονική” εἶναι πάντα το ἰδιο μήκος ίσο µε ϱρ, 


δηλαδή ισούται µετο ήμισυ της “ορθίας”. 


5.8. Κατασκευή προσομοίωσης του παραβολογράφου ναῃ 5εμοοΐεη 


Η παρακάτω εικόνα είναι από την πρὠτη ακαδημαϊκή εργασία του ΕΓάης ν8η 5εποοῖεη µε 
τίτλο “Ώ6 οιραηίἰσα «ΟΠΙΕΒΓΗΙΠΗ 5Θεἴϊοπωπι ἰῃ ρίαπο ἀθςοηρῖίοπα” (Οη ἴῃπα ἰγαείπρ οἱ οοηἰς 
«αεῖϊίοης ἵη ἴπε ρἰαπε ὈΥ ΠΊθαης οἱ ἱηςϊγωπιεπῖς) το έτος 1646, ὀπου διαδέχθηκε τον πατέρα 


του ως καθηγητή στο Πανεπιστήµιο ΒΏιγίςεμε ΜαϊΠεπιαϊίεαμθ (Ώορρεγ, 2014). 


(εικόνα 17) 


Πριν πραγµατοποιηθεί η κατασκευήτης, έγινε προσομοίωση της µετο λογισμικό Γεωμετρίας 
668ΟΡΘΡΓ4 ακολουθώντας τα επόµενα βήματα και µε βάση τον ισοδύναμο ορισμό της 


Παραβολής που εμπλέκει άµεσα την Εστία και την διευθετούσατης. 


Αρχικά τοποθετήθηκε στην επιφάνεια εργασίας µία σταθερή ευθεία (δ). Πάνω στην ευθεία 


αυτή ορίσαµε ένα σηµείο Ε και κύκλο (Ε, ϱ) ο οποίος τέμνει την ευθεία στα Ο και π. Η ακτίνα 


ΟΕΞ 41 


(σχήμα 66) 
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ϱΞΩΕΞΒΕ ορίσθηκε παραμετρικά (σχήµα 66). Πάνω στην ευθεία (δ) ορίσθηκετο ευθύγραμμο 
τµήµα ΩΒ.Πάνω στο τµήµα ΟΒ ορίσθηκε σηµείο «, το οποίο είναι σε θέση να μετακινηθεί 
πάνω στο τµήµα αυτό. Στο Ε ορίσθηκε κάθετη ηµιευθεία της (δ) και έπειτα κύκλος (Ε,) όπου 
ῥΡ-παράμετρος. Αυτός ο κύκλος τέμνει την κάθετη ηµιευθεία σε σηµείο Β. 

Με κέντρα τα σηµεία Β και 6 ορίστηκαν Κύκλοι µε ακτίνες ίσες µε τρίτη παράμετρο λ, οι 
οποίοι τέμνονται σε σηµεία Ε και Η (σχήμα 67). Είναι προφανές ότι το τετράπλευρο ΒΕΦΗ 


είναι ρὀμβος πλευράς λο οποίος σχεδιάστηκε. 


Φ τις 


(σχήμα 67) 


Οι απέναντι κορυφέςτου ρόµβου συνδέθηκαν µε την διαγώνιο ηµιευθεία ΕΗ, από το σηµείο 
6 χαράχθηκε ηµιευθεία ( κάθετη µε το ΟΒ (σχήμα 68). Οι δύο αυτές ηµιευθείες τέμνονται 


στο σηµείο Ώ και του εδόθη η εντολή να αφήνει “ἴχνος”. 


(σχήμα 68) 
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Μετακινώνταςτο σηµείο 4 πάνω στο ΩΒ, το σηµείο Β, χαράσσεται µία συνεχής καμπύλη η 


οποία είναι προφανές ότι είναι Παραβολή (σχήµα 69). 


Αλλάζοντας την τιµή της παραμέτρου λπου αφορά την πλευρά του ρόμβου, και χωρίς να 
εμποδίζει την κίνηση το µήκος του τµήµατος ΩΒ (ρυθµίζοντας κατάλληλα την παράμετρο 
ΟΕ), χαράσσεται συμμετρικό παραβολικό τµήµα της ίδιας καμπυλότητας αλλά 
διαφορετικού µήκους. 

Επίσης δίνοντας διαφορετικέςτιµές στην παράμετρο ρ που αφορά την απόσταση ΒΕ της 
Εστίας από την διευθετούσα, χαράσσονται συμμετρικά παραβολικά τόξα διαφορετικής 


καμπυλότητας (σχήµα 69). 


(σχήμα 69) 


Παρατηρήθηκε εκτων προτέρων ότι η διαγώνιος του ρόμβου έπρεπε να είναι ευθεία και 
όχι ηµιευθεία για να χαραχθεί συμμετρική καμπύλη (µέσα στις δυνατότητες της μηχανής). 
Στην αντίθετη περίπτωση πάλι χαράσσεται Παραβολικό τόξο αλλά όχι συμμετρικό ὡς προς 


τον άξονα ΕΒ (σχήµα 70). 


(σχήμα 70) 
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5.9. Μηχανολογική Κατασκευή του παραβολογράφου ναη 5εμοοῖθη 

Σε αυτήν την περίπτωση έγινε προσπάθεια κατασκευής µε την χρήση της 3Η0-εκτύπωσης. 
Αφού σχεδιάστηκε κάθε τµήµα του παραβολογράφου µε το πρόγραµµα “ΑυΤΟ(ΑΡ”, το 
οποίο έχειτην ικανότητα στις ἀρθρώσεις των αντικειμένων να δίνει µε πολύ µεγάλη ακρίβεια 
στην περιγραφή των διαφόρων μελών της κατασκευής καθώς και να περιγράφει πλήρως 


ακόµη και “θετικά ή αρνητικά καλούπια”, τα οποία αλλιώς είναι έργο σημαντικού τεχνίτη 


επεξεργασίας µετάλλου ή ξύλου. 


(εικόνα 18) 


Στη συνέχεια, κάθε αρχικό αρχείο του λογισμικού το οποίο καταλήγει σε “.αιρ”, µέσω του 
ειδικού προγράµµατος “6ὐ0βΑ”, μετετράπη σε αρχείο κατάληξης “.σγί” το οποίο µπορεί και 


αναγνωρίζει ο 30 εκτυπωτής (1 Μιπια(κεγ). 


(εικόνα 19) 
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Το αποτέλεσµα ήταν καλύτερο του αναμενόµενου κυρίως στην ακρίβεια των διαστάσεων 
στις αρθρώσεις της μηχανής. Ένα θέµα ανεδείχθη το οποίο η προσομοίωση µε το λογισμικό 
δυναμικής Γεωμετρίας Ξ6οΡεΡΓ8 (σε δύο διαστάσεις) δεντο έδειχνε άµεσα, ήταντο θέµατης 
Εστίας Β. Σύµφωνα και µετην παραπάνω εικόνα 19, εάν η Εστία ήταν πακτωµένη στο επίπεδο 
εργασίας και χάραξης της καμπύλης, δεν θα μπορούσε η κατακόρυφη ράβδος 6Ι να περάσει 
από το εμπόδιο που δημιουργούσε, ούτε ο κέρσορας 4 θα μπορούσε να καλύψει όλη την 
διαδροµή ΩΕ. Αυτό το τεχνικό πρόβλημα δεν αναδεικνύεται στην αρχική εικόνα από το 
βιβλίο του ΕΓ8ης ν8η 5εµοοϊΐεη, όπως και το πρόβλημα µε την διαγώνιο του ρόμβου που 
ανεδείχθη από την προσομοίωση µε Ξ6ΟΡε6ΡΓ8. Το πρόβλημα λύθηκε τοποθετώντας ένα 
τρίγωνο µε πακτωµένες δύο κορυφές του στο επίπεδο εργασίας µε άξονες άρθρωσης 
µεγαλυτέρου ύψους απότο ύψοςτου επιπέδου του ρόμβου της μηχανής, και µε κατάλληλες 


διαστάσεις ἐτσι ώστε να µην εμποδίζεται η λειτουργία της µηχανής (εικόνα 20). 


(εικόνα 20) 


Η τρίτη κορυφή αρθρώθηκε περιστροφικά (γενο|μῖς Ιοϊηῖ) µε την κορυφή του ρόμβου στο 


γνωστό σηµείο Β που έχει τον ρόλο της Εστίας (εικόνα 21). 


κόνα 21) 


ο -αξ 


(ει 
Επίσης λόγω της επιλογής τριγώνου και όχι άλλου πολυγώνου και του νόµου των 


συνηµιτόνων για τα τρίγωνα, προκύπτει η σταθερότητα του λειτουργώντας ὡς γέφυρα. 


131 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο: “Διδακτική προσέγγιση της έννοιας της παραβολής µέσω των δυο 
μηχανών” 
Οι δυο μηχανές που αναλύσαμε διεξοδικά στα προηγούμενα κεφάλαια, ενσωματώνουν η 
μεν πρώτη (ν8η 5εΠποοῖεη) τον ισοδύναμο ορισμό» της παραβολής µετις ίσες αποστάσεις, η 


δε δεύτερη (ζαναιἰεΓ) τον ισοδύναμο ορισµόό µε τουςλόγους τετμηµένων και τεταγµένων. 


Ακολουθώντας το μοντέλο των Βιςςσί δι Μαςεϊἰεϊῖο (2008) και Βιςσί δι Μαγιοϊί (2008), 
κατασκευάσαµε δυο Φύλλα εργασίας για µαθητές Α’ Λυκείου, µέσω των οποίων θελήσαμε 
να διερευνήσουµε κατά πόσο η συνέργεια Μαθηματικών και Μηχανικής µπορεί να 


διευκολύνει την εισαγωγή µιας σύνθετης έννοιας όπως είναι αυτή της παραβολής. 


Η σύνταξη των φύλλων εργασίας στηρίχθηκε στη θεωρία Σηµειωτικής διαµεσολάβησης των 


Βαγίοἰἰπἰ Βιςςσί και Μαγιοβί, και µπορεί να περιγραφεί σχηματικά απὀ το παρακάτω 


διάγραμμα: 
Αγιζαοι 
Τ8ςΚ 5ίᾳπ5 
Ρἰνοί 
Απϊαοί ο 
Μαϊπεπιαΐςς Μαϊπεπιαίϊσαι 
οωΙίωγε 5ίση5 


Ατγτζαςτ5 απ οἶσης 


(εικόνα 22) Σχηµατική αναπαράσταση της Θεωρίας της Σηµειωτικής Διαμεσολάβησης (ΤΠΘΟΙΥ οἳ 5επιἰοίῖς 
Μεαϊἰατίοη) των Βαγίο[ἰΠἰ Βιςςί δι Μαςεβἰεϊῖο (2008) 


5 «Όταν δοθεί µια σταθερή ευθεία (δ) και ένα σταθερό σηµείο Μ, ο γεωµετρικός τόπος των σημείων που απέχουν 
εξίσου από την ευθεία και το σταθερό σηµείο είναι Παραβολή» 


6 «Καμπύλη η οποία έχει άξονα συμμετρίας και σε Κάθε σηµείο της δέχεται εφαπτομένη ευθεία µετην οποία έχει 

µόνο ένα κοινό σηµείο, Και η καμπύλη βρίσκεται κάθε φορά στο ένα εκ των δύο ηµιεπιπέδων που ορίζει η 

αντίστοιχη εφαπτομένη. Επίσης έστω “τόξο” της καμπύλης αυτής και ευθεία ΚΛ που είναι παράλληλη µε τον 

άξονα συμμετρίας και διχοτοµεί την αντίστοιχη “χορδή” τέµνονταςτην υπό γωνία α, και τέμνει το τόξο στο Σ. Εάν 
ι Ἱ ; 9 ι ΄ ; ; Γγθὶ Ἐφ2 ; . ͵ . 

για δύο τυχαία σηµεία Γ, Ξ του τόξου αυτού ισχύει η σχέση τοπ πο, ὁπου ΞΦ, ΓΘ είναι οι πλάγιες 

αποστάσεις (παραλλήλως µε την χορδή της καμπύλης) των Ξ, Γ από την ΚΛ, και ΣΦ, Σ0 είναι οι αποστάσεις του 


σημείου Σ από τα Φ, Θτότε το τόξο αυτό ανήκει σε παραβολή» 
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Στο διάγραµµα διακρίνουμε τρία τρίγωνα που αντιπροσωπεύουν τις τρεις γνωστικές 


συνιστώσες µιας σηµειωτικής διαμεσολάβησης ενός εργαλείου. 


Η γνωστική συνιστώσα αφορά το τρίγωνο ’έργο-εργαλείο-πλαισιοθετηµένες παραγωγές 
των μαθητών”. Αυτές οι παραγωγές των μαθητών (5ζμαίεα ἰεχίς), δεν είναι µόνον γραπτά 
κείµενα, αλλά σχήματα, διαγράµµατα, σύμβολα, ακόµα και κινήσεις. Αναφέρεται σε 
ὀτιδήποτε καταγράφει ή εκφράζει µε οποιονδήποτε τρόπο ο µαθητής στην προσπάθειά του 


να επικοινωνήσει τις σκέψεις του. 


Ο εκπαιδευτικός χρησιμοποιεί το τεχνούργηµα ὡς εργαλείο σηµειωτικής διαµεσολάβησης. 
Θα μπορούσαμε να πούμε ότι ο διαµεσολαβητικός ρόλος του εργαλείου είναι διπλός: 
χρησιµοποιείται ως τεχνικό εργαλείο χάραξης, αλλά και ὧς ψυχολογικό εργαλείο µε την 
έννοια ότι η δοµή του δίνει την ευκαιρία να έλθουν στην επιφάνεια πολιτισμικά προιόντα 
σχετικά µε ορισμούς ή ιδιότητες εννοιών (πχ στην περίπτωση της παραβολής η δοµή της 
μηχανής του ναη 5εποοΐἵεη µπορεί να συσχετισθεί µε τη γραµµή που χαράσσει και να 


οσηγήσει στην έννοια της παραβολής) 


Σχετικά µε αυτόν το διπλό ρόλο του εργαλείου, οι Νεγί]οη απά ΒαθαΓά6Ι (1995) τονίζουν την 
διαφορά μεταξύ ενός εργαλείου (ἴοοί) ως υλικού αντικειμένου και ενός εργαλείου 
(ἰηςίγαπιεηϊ) ως ψΨυχολογικού κατασκευάσµατος: «το ἱηςιγμπιεηϊ δεν υπάρχει από µόνοτου, 
γίνεται όταν το υποκείμενο είναι σε κατάλληλη θέση να το ενσωματώσει µέσα στη 
δραστηριότητά του» ενώ η ΜαΓἰοϊῖί (2002) κρίνει σκόπιµο να Κάνει µια διάκριση μεταξύ ενός 
εργαλείου (ἰησιγιπηθηϊ) Και ενός τεχνουργήµατος (αγῖο{αςοἵ/’) τονίζοντας ότι ένα τεχνούργηµα, 
είναι το ιδιαίτερο αντικείµενο µε τα εγγενή χαρακτηριστικά του, σχεδιασμένο για να 
εκπληρώσει έναν ιδιαίτερο στόχο, και διαμορφώνεται σε εργαλείο (ἱηςίγμπιεηϊ) µέσα απο 
τους τρόπους χρήσηςτου απο κάθε ιδιαίτερο χρήστη. Η σχέση ανάμεσα στο εργαλείο καιτον 
χρήστη αναλύεται στη θεωρία του ΒαβαΓαεΙ (1995). «Τα εργαλεία δεν είναι παθητικά, είναι 


ενεργά στοιχεία του πολιτισμού στον οποίο παρεμβάλλονται» (Νοςς απα ΗογΙες 1996, ρ.58). 


Το τεχνούργηµα μετασχηματίζεται σε εργαλείο κατά τη διάρκεια µιας διαδικασίας 
“εργαλειακής γένεσης” (ἱηςίγμπιεηίϊα| ϱεηεςἰς) (Νεγί]οη απα ΒαΡ8ΓάεΙ,1995) σε συνάρτηση µε 
το υποκείµενο (αΡεηῖ) και τον στόχο που το υποκείμενο θέλει να εκπληρώσει µέσω του 
εργαλείου. Οι αμίη απα Τγουιεῃε (1999), χαρακτηρίζοντας την διαδικασία εργαλειακής 


γένεσης ως µια αμφίδρομη διαδικασία, διακρίνουν µια φάση κατά την οποία το εργαλείο 


7 ατιε[αοίς ή ατα {αοίς είναι σύμφωνα µε τον Ἠ/ατίοίδκυ (1979) τα δημιουργήματα του ανθρώπου. 
αντικείμενα δηλαδή κατασκευασμένα από τα ανθρώπινα χέρια, συμπεριλαμβανομένων των 
πολιτισμικών δημιουργηµάτων όπως η γλώσσα. 
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έχει επιπτώσεις στην͵ και διαμορφώνει τη σκέψη του χρήστη ({ηςιγαπιεηίϊαἴίοη) Και µια φάση 
όπου το εργαλείο διαμορφώνεται από το χρήστη (ἱηςίγμπιεηϊαιἰζαϊἱοΠ). Σύµφωνα µε την 
θεωρία αυτή όταν ένα υποκείµενο χρησιμοποιεί ένα εργαλείο για να ολοκληρώσει έναν 
στόχο περνά µέσω της ἰηςὶγμπιεηία[ζαΐἱοη διαδικασίας στην εσωτερικοποίηση των 
σχημάτων χρήσηςτου εργαλείου. Η ἰηςίγμπιεηία|ἰζα[ίοη διαδικασία (σμίη απαά ΤΓοµςΠῃθ, 2002) 
µπορεί να περάσει απὀ τα διαφορετικά στάδια: το στάδιο της ανακάλυψης, το στάδιο της 
εξατοµίκευσης και το στάδιο του μετασχηματισμού του αγἰε[αοϊ µερικές Φορές σε 


κατευθύνσεις που δεν είναι σχεδιασμένες από το σχεδιαστή. 


Η γνωστική συνιστώσα (το επάνω τρίγωνο του σχήματος) είναι µια εξελικτική συνιστώσα, µε 
την έννοια ότι ενόσω ο µαθητής χρησιμοποιεί το εργαλείο, η διαδικασία εσωτερικοποίησης 
στη ζώνη επικείµενης ανάπτυξης εµπλουτίζει τις γνωστικές διαδικασίες και μεταβάλλει τα 
προιόντα που παράγουν οι µαθητές. 


Τ8ξςκ 88Ο 
τεχίς5 


Οοφηήἵνεθ 
ιιθηοίε 


4 
! 
' 
' 
' 
' 


ΤεβοΠίπα 
' ἴπαπιοίε 


Μβίπεπικβίΐος 
κποννιθάοθ Αγίιε[βθοί 


ιπΘηα]ε  ἁ 

| Ερἰξιεπιοἰοαίσα! 
δὰ ιἰθωοίε 
ι 


Μ8ϊπεγηθῖίςο5 ΜβϊπεπιθίίςΘ8ἰ 
κπονν]εασε τεχί5 


δο-ιµἱ----------”--”-”----φ 


(εικόνα 23) Επαναδιατύπωση της σχηµατική αναπαράστασς της Θεωρίας της Σηµειωτικής Διαμεσολάβησης 
(Τπ6ουγ οἱ 5απιἰοῖίο Μ6αἰαϊίοι) των Βαγίο[ἰηί Βιςςἱ δι Μιαςεβἰαίῖο (2008) 


Το δεύτερο τρίγωνο είναι εκείνο που σχηματίζεται απο το “έργο-μαθηματική γνώση- 
μαθηματικά κείµενα” και αποτελεί την επιστηµολογική συνιστώσα. Τα "μαθηματικά 
κείµενα” που έχουν άµεση σχέση µε τη µαθηµατική γνώση (η οποία και καθόρισε την 
επιλογή του έργου) είναι ο τελικός στόχος της δραστηριότητας που σχεδιάσαµε για τους 


µαθητές µας. 


Τέλος, το τρίτο τρίγωνο είναι εκείνο που σχηματίζεται απο το "έργο-πλαισιοθετημένα 
κείµενα (ςἰτμαϊῖθεα ἰεχίς)-μαθηματικά κείµενα" και αποτελεί τη διδακτική συνιστώσα της 


σηµειωτικής διαµεσολάβησης. 


και αποτελεί τη διδακτική συνιστώσα της σηµειωτικής διαµεσολάβησης. 
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Για τη διδακτική διαχείριση του εργαλείου ιδιαίτερη σηµασία έχει ο προσδιορισμός του 
«σημειωτικού δυναμικού» (5δεπιἰοϊϊς ροϊεηῖία|) του εργαλείου, το οποίο αναφέρεται στη 
διπλή σχέση του εργαλείου: στη σχέση µε τα νοήµατα που προκύπτουν απο τη χρήση του 
κατά τη διάρκεια επίλυσης ενός προβλήματος, και στη σχέση µε τα νοήµατα που 
ανακαλούνται στη µνήµη απο τη χρήση του. Ο προσδιορισμός του σημειωτικού δυναμικού 
αποτελεί ένα βασικό στοιχείο για το σχεδιασμό οποιουδήποτε εκπαιδευτικού σχεδιασμού 


που εστιάζει στη χρήση ενός συγκεκριμένου εργαλείου. 


Σε σχέση µε το σηµειωτικό δυναμικό του εργαλείου, οἱ µαθητές, κάτω απο την καθοδήγηση 
του εκπαιδευτικού ή του ερευνητή, παράγουν διάφορα είδη σηµείων/σηµάτων, στην 
ερμηνεία των οποίων στηρίζεται η διδακτική ανάλυση ενός τεχνουργήµατος ως εργαλείου 


διαµεσολάβησης. 
Αυτά τα σήματα εἰναιτριών ειδών: 


Αγιιἒςι αἱρης: αναφέρονται σε χαρακτηριστικά του εργαλείου (5Πμαϊθα οαἱρης), και 
προκύπτουν απο την επαφή µετο εργαλείο, τα νοήµατά τους είναι υποκειμενικά και συχνά 


υπονοούμενα. 


Μαϊηοεπιαϊίες αἱρης: αναφέρονται σε συγκεκριμένες έννοιες ἡ διαδικασίες και έχουν ένα 
χαρακτήρα κοινά αποδεκτό. Οι µαθητές, κατά την επαφή τους µετο εργαλείο, δεν περνούν 


αμέσως στα μαθηματικά σηµεία και σύμβολα, αλλά αποτο ενδιάµεσο στάδιο της χρήσης. 


Ρἰνοῖ αἱρης: (περιστρεφόµενα σηµεία), που χαρακτηρίζονται απο πολυσημίαξ: µπορεί να 
αναφέρονται στο εργαλείο, σε εκφράσεις στη φυσική γλὠσσα ή σε μαθηματικά σύμβολα µε 


σχετικά υποκειμενικό χαρακτήρα. 


Το προηγούμενο σχήµα διαμορφώνεται ως ακολούθως στην περίπτωση του 


παραβολογράφου: 


ΣΠολυσημµία είναι η δυνατότητα των σηµαινόντων να αντιστοιχούν σε πολλαπλά σηµαινόµενα. 
Εξαιτίας των ιδεολογικών της επεκτάσεων, η πολυσηµία είναι ουσιώδους σημασίας στις κοινωνικές 
επιστήμες. 
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[ θαγηθις 


Ξµιαίθεα "τθχίς΄ 


ὢ δ οθμιίοξίς ἂς Εν {Εν . 
ἴ85κ ' 
' δα ! 


Ν Τῖνο ἔσας ἔνοι αδος νο ατίοίαςἳ 
ἂν α [οοὶ οἳ ο ο κο νο οι 


Μαϊπεπιαήςς κπονεάσε -----ΏΏ--- ΜαϊπεπιαΏσα! "ἴεχίς΄ 
ο α πατο 


(εικόνα 24) 


Με βάση τα προηγούμενα θεωρητικά δεδοµένα, κατασκευάσαµε σχετικά φύλλα εργασίας 


µετις μηχανές, για την μελλοντική διερεύνηση του ρόλου τους: 


(α) στην διδασκαλία της Γεωμετρίας στην Α΄ Λυκείου και στην Β΄ Λυκείου, όσον αφορά τον 


παραβολογράφοτου ΒονεπίμΓγα (ανα[ἰθγί 


(β) στην διδασκαλία της Γεωμετρίας στην Α΄ Λυκείου και Μαθηματικών Θετικού 


Προσανατολισμού στην Β΄ Λυκείου, όσον αφοράτον παραβολογράφο ΓΓαης ναη 5εποοῖεη 


Τα προηγούμενα Φύλλα εργασίας χρησιμοποιήθηκαν σε µια προκαταρκτική-διερευνητική 


δράση που έγινε µε δεκαπέντε µαθητές Α’ λυκείου. 
Τα ερωτήµατα στα οποία επιχειρήσαµε να βρούμε µια πρώτη απάντηση ήταν: 


1. Σε ποιό βαθµό το περιβάλλον µιας «μαθηματικής μηχανής» επιτρέπει/διευκολύνει το 
πέρασμα απο τη γεωμετρική στην αλγεβρική καταγραφή; ({γοπι ἴμθ ϱεοπιεῖϊγίς ἴο αἱρεῦΓαίς 


Γβρὶςίαγ). 


2. Μπορούν οι µαθητές να εντοπίσουν και να αποτυπώσουντη γεωμετρική δοµή ενός υλικού 
αντικειμένου (στην περίπτωσή µας µιας μηχανής), και το αντίστροφο; Δηλαδή, αφού 
εντοπίσουν σχέσεις σε έναν γεωμετρικό συνδυασμό νοηµατικών μονάδων να “μεταφέρουν” 


αυτέςτις σχέσεις στο υλικό αντικείµενο (τη μηχανή); 


3. Σεποιό βαθµό το περιβάλλον του υπολογιστή (στην περίπτωσή µου η προσομοίωση της 
λειτουργίας της µηχανής µέσω του λογισμικού ΡΘΟΡΕΡΓΕ), µπορεί να βοηθήσει στη 
δηµιουργία οπτικών αναπαραστάσεων, υποστηρικτικὠν για την ανακάλυψη της δοµής της 


μηχανής; 
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Με το μικρό δείγμα μαθητών της προκαταρκτικής µας διερεύνησης µια πρώτη παρατήρηση 


που µπορέσαμµε να κάνουμε είναι ότι οι µαθητές: 


(Α) Ενώ μπορούν - σε κάποιο βαθµό - να “διαβάσουν” µια γεωμετρική απεικόνιση, δεν 
μπορούν (αυτό παρατηρήθηκε στο σύνολο των μαθητών) να δημιουργήσουν µόνοι τους τη 


γεωμετρική απεικόνιση ενός υλικού αντικειμένου. 


(Β) Μόνον δύο απο τους δεκαπέντε µαθητές αναγνώρισαν στη γεωμετρική δοµή της 


μηχανής, µια ήδη διδαγµένη αλγεβρική σχέση. 


(Ώ Το περιβάλλον του ηλεκτρονικού υπολογιστή βοήθησε µεν στο να κατανοήσουν καλύτερα 
τη λειτουργία της μηχανής, αλλά όχι για τη διατύπωση προβλέψεων στην περίπτωση 


μεταβολής κάποιων παραμέτρων. 


Αυτές οι παρατηρήσεις, µας βοήθησαν στο να βελτιώσουμε σε αρκετά σηµεία τα Φύλλα 
εργασίας, τα οποία σε επόµενη φάση θα προτείνουμε σε μεγαλύτερο δείγµα μαθητών και 


μάλιστα σε περιβάλλον πραγματικής τάξης. 


Κι αυτό, γιατί ένας απὀ τους στόχους της ἐρευνάς µας είναι να εντάξουµε τις μαθηματικές 
μηχανές στο τυπικό Πρόγραµµα Σπουδών των Μαθηματικών, αναδεικνύοντας µε αυτόν τον 
τρόπο τη µεγάλη σηµασία της διδασκαλίας της Γεωμετρίας και της σὐνδεσής της µε άλλους 


τοµείς των Μαθηματικών. 


Ακολουθούν τα φύλλα εργασίας που κατασκευάστηκαν για την έρευνά µας. 
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Φύλλο εργασίας µηχανής Βονεπίωγα (ανα[ἰεγ 


ΦΑΣΗ Α (ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ) 
Ένα αρθρωτό σύστημα αποτελείται απὀ σταθερούς-άκαµπτους ράβδους, που συνδέονται 


μεταξύ τους µε αρθρώσεις ({οἰπῖς). 


Οι ΜΑΘΗΜΙΑΤΙΚΕΣ ΜΗΧΑΝΕΣ είναι ιδιαίεροι τύποι αρθρωτών συστηµάτων. Είναι 
τεχνουργήµατα (αγτε[αεῖς) που σχεδιάστηκαν-συνήθως από έναν µαθηματικό- έτσι ώστε, τα 
αρθρωτάτους µέρη να κινούνται και να χαράσσουν γραμμές ακολουθώντας ένα μαθηματικό 
νόµο. Μελετώντας τη µαθηµατική µηχανή και την κίνησή της, προσπαθούμε να 
ανακαλύψουμετο νόµο που κρύβει. 

Το αρθρωτό σύστημα, που βλέπετε είναι ανακατασκευή του εργαλείου που κατασκεύασεο 
ΒονεηῖιμΓα (ανα[ἰεΓί (1598-1647), ο οποίος έζησε παράλληλα και συνεργάστηκε µετον 68Ιίεο 
6α[(ἱ6ἱ (1564-1642). 

Φαντασθείτε έναν άνθρωπο να κρατάει το εργαλείο, το οποίο βρίσκεται ακουμπισµένο σε 


ένα τραπέζι. 
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Με το ένατου χέρι το κρατάει, ενώ µε το άλλο χέρι στην άρθρωση 1 (κέρσορας ή δρομέας), 
σπρώχνει προς τα πάνω. Σπρώχνοντας προς τα πάνω, το σηµείο Ι. συμπαρασύρει και το 
κατακόρυφο τµήµα (ΙΚ). 

Το σηµείο Α είναι µμαρφωμµένο στο τραπέζι και ακίνητο. Επίσης σταθερό παραμένει Και το 


“αυλάκι” ΑΜ. 


(4) Αν θέλατε να περιγράψετε µε µεγάλη ακρίβεια το εργαλείο σε έναν φίλο σας που δεν 
είναι σήµερα εδώ, ώστε να το ζωγραφίσει Και να προσπαθήσει να βρει τι κάνει, τι θα του 
γράφατε; 
(Για µια πιο εὐκολη περιγραφή, µπορείτε να χρησιμοποιήσετε τα γράµµατατης εικόνας). 
Επίσης, στην περιγραφή σας να περιλάβετε οπωσδήποτε καιτις απαντήσεις στα παρακάτω 
ερωτήματα: 
Από πὀσες ράβδους, που συνδέονται μεταξύ τους µε αρθρώσεις, αποτελείται η 
μηχανή του (ανα[ἰεγί ; 
ο Τιαλλάζει καιτι μένει σταθερό κατά την κίνηση της μηχανής; 
Η αλλαγή µπορεί να αφορά αλλαγή θέσης, µήκους, γωνίας, σχήματος κλπ 
ο Τι γεωμετρικά σχήματα, και γενικότερα γεωμετρικά αντικείμενα αναγνωρίζετε 
στην εικόνα της μηχανής ; 
ο Απότι επηρεάζεται η κίνηση της μηχανής; 


Από έναν ή περισσότερους παράγοντες; 
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Αν ένας µόνο παράγοντας καθορίζει την κίνηση της μηχανής, λέμε ότι η µηχανή έχει ένα (1) 
βαθµό ελευθερίας. Αντίστοιχα για 2,3 κλπ. 


ο Ποιος είναι ο βαθμός ελευθερίας της μηχανής του (αναιίθγ]; 


(2) Στην παρακάτω εικόνα, βλέπετε τη γεωμετρική αναπαράσταση του μηχανήματος. 

ο Υπάρχουν στοιχεία του μηχανήματος (αρθρώσεις ή ράβδοι), ή σχέσεις μεταξύ των 
στοιχείων του μηχανήματος (πχ σχέσεις μεταξύ ευθ. τμημάτων, γωνιών, τριγώνων 
κλπ), που δεν περιλάβατε στην προηγούμενη περιγραφήσας; Ποια στοιχεία, ἠποιες 
σχέσεις; 

9 Δικαιολογήστετις σχέσεις που εντοπίζετε. 

9 Από τις σχέσεις που προκύπτουν, µπορείτε να συμµπεράνετε κάτι σχετικά µε το 


σηµείο Β; 


(Πέραν του προφανούς, ότι είναι κορυφή κάποιων τριγώνων) 


Μ 


(3) Πόσα ορθογώὠνιατρίγωνα µπορείτε να εντοπίσετε στο γεωμετρικό σχήµα που αναπαριστά 


τη μηχανή; Τι σχέση έχουν μεταξύ τους; Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 


(4) Αν µετακινήσετε τον δρομέα (κέρσορα) Ι, µπορείτε να διατυπώσετε µια υπόθεση σχετι- 


κά µετοτι σχεδιάζειτο σηµείο Β εάν του τοποθετήσουµε µία γραφίδα; 
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ΦΑΣΗ Β 

(1) Στο παρακάτω σχήµα έχουµε τοποθετήσει άξονες καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµέ- 
νων σε µία τυχαία “στιγμή” του μηχανήματος, καθώς αυτό «κινείται». 

Να ορίσετε συντεταγμένες για τα σηµεία Ι.,Β και Κ, θεωρώντας όὀτιτο σταθερό σηµείο Α 
έχει συντεταγμένες (0,0). 


(Ορίστε ως ῥρ20 το σταθερό µήκος του τµήµατος ΙΚ της μηχανής). 


(2) Επαναδιατυπώστε την γεωμετρική σχέση που προέκυψε στην προηγούµενη φάση απὀ 
τη σύγκριση των ορθογωνίων τριγώνων χρησιμοποιώντας πλέον τις συντεταγμένες των 
κορυφών των τριγώνων. 


Διατυπώστετην και σχολιάστε την. 


(3) Η τελευταία σχέση που προκύπτει αφοράτις συντεταγμένες του σημείου Η. 

Ποια γνωστή συνάρτηση σας θυμίζει (αφού στο πρὠτο µέλος της θα έχετε την τεταγµένη 
του σημείου Β); 

Μπορείτε να διατυπώσετε µια υπόθεση για την κίνηση του σημείου Β; 

(4) Τι σηµαίνει ότι ο συντελεστής του χ2 είναι αρνητικός; 


(5) Στον συντελεστή του χ2τι θα συμβεί αν μεγαλώσει το µήκος ρτου τµήµατος Ις; 
(6) Ποια επίπτωση έχει αυτό στη γραµµή που χαράσσειτο εργαλείο; 


(7) Εάν το µήκοςτου τµήµατος ΙΚ ισούται µε 1, τότε ποια σχέση συνδέει τα µήκη ΒΙ. και ΑΙ; 
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(8) Συµβολίζοντας τα µήκη των τμημάτων ΒΙ. και ΑΙ µε α και β αντιστοίχως, τότε πως 


διατυπώνεται η προηγούµενη σχέση; 


(9) Τελικά αυτή η µηχανήττι µπορεί να υπολογίσει γιατους θετικούς αριθμούς; 


ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΗΣ 


΄ 


(4) Βάλτε σε κίνηση τη μαθηματική µηχανή μετακινώντας τον κέρσορα Ι. (και έχοντας 


τοποθετήσει την γραφίδα στο Β). Τιγραµµή χαράσσει; 


(2) Μετακινείστε το σηµείο Κτου μηχανήματος, φἐροντάς το πιο κοντά στο σηµείο. 
Σύρετε το σηµείο | κατά µήκος της μπάρας ΑΜ. Η καμπύλη γραµµή που δημιουργείται, τι 
διαφορά έχει από την καμπύλη που έχετε ήδη χαράξει και μελετήσει στη ΦΑΣΗ Α; 
Δικαιολογήστε την απάντησή σας κάνοντα ἠήση της σχέσης μεταξύ των συντεταγμένων 


του Βπου βρήκατε σε προηγούμενο ερώτημα. 


(3) Μετακινείστε το σηµείο Κ του μηχανήματος, φέροντάς το πιο µακρυά από την αρχική 
θέση του. Σύρετε το σηµείο | κατά µήκος της μπάρας ΑΜ. Η καμπύλη γραµµή που 
δημιουργείται, τι διαφορά έχει απότις δυο προηγούμενες καμπύλες; 

Δικαιολογήστε την απάντησή σας κάνοντα ήση της σχέσης μεταξύ των συντεταγμένων 


του Βπου βρήκατε σε προηγούμενο ερώτημα. 
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ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΣΤΟ ἄΕΟΞἄΕΒΒΑ 

(4) Ανοίξτε το αρχείο “Μηχανή (αναιἰθΓῖ.ϱϱϱ” το οποίο βρίσκεται στην επιφάνεια του Η.Υ, 
και αποτελεί µία προσομοίωση του μηχανήματος (ανα[ῖει!. 

(Με δεξί κλικ πάνω στο σηµείο Β, ενεργοποιήστε την εντολή “ίχνος ενεργό”). 

Μετακινείστε τον δρομέα Ι. (κρατώντας σταθερό το αριστερό κουμπί του ποντικιού πάνω 


στο ), για να δημιουργήσετε Κίνηση στο μηχάνημα. 


9 ΤΟ μηχάνημα Φτιάχνει µία συνεχόμενη καμπύλη γραμμή; 


9 Ποιο είναιτο κοινό γεωμετρικό χαρακτηριστικό όλων των σημείων της καμπύλης; 


ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 
(4) Βλέπετετο αυθεντικό σχήµα του εργαλείου, όπωςτο έφτιαξε ο (ανα[ίθιῖ (Κεφάλαιο ΧιΝΙ 
στο βιβλίο Ιο «ρεοεΒίο μ5ίογίο -ἴπε Ὀωγπίηρ ΠΊΙΓΓΟΓ, (αναιἰθγί, 1632 }, και µια σύγχρονη 
ανακατασκευή του, όπως αυτή που έχετε µπροστά σας. 
Μπορείτε να τοποθετήσετε τα γράµµατα από το αυθεντικό σχήµα στην εικόνα του 
αντίγραφου; 

9 Σετιμµοιάζουν οι δυο απεικονίσεις; Σετι διαφέρουν; 

9 Η σύγχρονη ανακατασκευή µπορεί να φτιάξει την καμπύλη που Φαίνεται στο 


αυθεντικό κείµενο; Σχολιάστε λεπτομερώς. 


ΕΙΟνΡΕΑ ΜΧΝΕΙΙΙ, | 


(2) Στην ερώτηση: “Τι κάνει η µηχανή του ζανα[ἰεΓῖ; “τιθα απαντούσατε; 
Πως θα το τεκμηριώνατε; 
(3) Μεταβάλλοντας κάποιες παραμέτρουςτου εργαλείου, μπορούμε να πάρουμε 


διαφορετική καμπύλη. Στα πρώτα 2 σχήματα {εικόνες 1 και 2) έχουµε αλλάξει τα µήκη ΑΒ 
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και ΒΙ, ενώ στα επόµενα 2 σχήματα [εικόνες 3 και 4) αλλάξαμετο µήκοςτου ευθυγράµµου 
τμήματος ΚΙ. 
Εξηγήστε µε επιχειρήματα σε κάθε περίπτωση τις αλλαγές που προκαλούνται στην 


καμπύλη που θα σχεδιάσει η γραφίδα της μηχανής. 


! 

! 

ὃν ΛΑ 
(εικόνα 1) 


(εικόνα 2) 


(εικόνα 3) (εικόνα 4) 
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Φύλλο εργασίας μηχανής ΕΓάης ναη 5εποοῖεῃ 


ΦΑΣΗ ΠΡΟΘΕΡΜΑΝΣΗΣ 
Βρείτε µερικά σηµεία που απέχουν εξίσου από το σηµείο Α καιτην ευθεία ε. 


Μπορείτε να υποθέσετε που βρίσκεταιτο σύνολο των σημείων που έχει αυτή την ιδιότητα; 


ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ ΤΟΥ ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΟΥ ΘΑ ΜΠΟΡΕΙΤΕ ΝΑ ΞΕΡΕΤΕ ΑΝ ΗΥΠΟΘΕΣΗ ΣΑΣ ΗΤΑΝ ΣΩΣΤΗ. 


(ε) 


ΦΑΣΗ Α’ 

Μηχανή του ΕΓ{άης ναμ 5ομοοῖεῃμ 

Ένα αρθρωτό σύστημα αποτελείται απὀ σταθερές-άκαµπτους ράβδους, που συνδέονται 
μεταξύ τους µε αρθρώσεις (1οἰηῖς). 


Οι ΜΑΘΗΜΙΑΤΙΚΕΣ ΜΗΧΑΝΕΣ είναι ιδιαίτεροι τύποι αρθρωτών συστηµάτων. 


Είναι τεχνουργήµατα (αγὶε[αςῖς) που σχεδιάζονται-συνήθως απὀ έναν µαθημµατικό- έτσι 
ώστε, τα αρθρωτάτους µέρη να κινούνται και να χαράσσουν γραμμές ακολουθώντας ένα 


μαθηματικό νόµο. 


Μελετώντας τη μαθηματική µηχανή και την κίνησή της, προσπαθούμε να ανακαλύψουµε 
το νόµο που κρύβει. 
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Η μαθηματική μηχανή, που βλέπετε, εἶναι µια μηχανή που κατασκεύασε ο μαθηματικός 


ΕΓάης ναη 5εμοοΐςη (1615-1660). 
Φαντασθείτε έναν άνθρωπο να κρατάει τη μηχανή, που βρίσκεται ακουμπισµένη σε ένα 
τραπέζι. Με το ένατου χέριτην κρατάει, ενώ µετο άλλο -τοχέρι που βλέπετε στην άρθρωση 
6-, σπρώχνει αριστερά. 

Σπρώχνοντας αριστερά, το σηµείο α συμπαρασύρει και 
την κατακόρυφη ράβδο(ς!Ι). 

Το σηµείο Β είναι µμαρφωμένο στο τραπέζι και ακίνητο. 
Επίσης καρφωµένη εἶναι Και η οριζόντια ράβδος. 
Στοσηµείο Ώ εἶναι τοποθετημένη µια γραφίδα, που 


χαράσσει µια γραµµή. Λ. 


Στην εικόνα βλέπετε µια σύγχρονη ανακατασκευή της µηχανής του ν8η 5εµοοῖεη. 


(Το µεγάλο τρίγωνο, προστέθηκε για να κρατηθεί σταθερή η κατασκευή. Δεν παίζει απολύτως 
κανένα ρόλο στη λειτουργία της µηχανής, οπότε δεν το περιλάβουμµε στον προβληματισμό µας). 
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(1) Αν θέλατε να περιγράψετε µε µεγάλη ακρίβεια τη µηχανή σε ένα Φίλο σας που δεν είναι 


σήµερα εδω, ὡστε νατη ζωγραφίσει και να προσπαθήσει να βρειτι κάνει, τιθατου γράφατε; 


(Στην περιγραφή σας χρησιμοποιείστε τα γράµµατα που βλέπετε στην εικόνα). 


Επίσης, στην περιγραφή σας να περιλάβετε οπωσδήποτε καιτις απαντήσεις στα παρακάτω 


ερωτήματα: 


Από πόσες ράβδους, που συνδέονται μεταξύ τους µε αρθρώσεις, αποτελείται η 


μηχανή του ναη 5εΠοοῖθη; 


Τι μεταβάλλεται κατά την κίνηση της μηχανής; Η µεταβολή µπορεί να αφορά αλλαγή 
θέσης, µήκους, γωνίας, σχήµατος κλπ. 


Τι μένει αμετάβλητο κατά την κίνηση της μηχανής; 


Ποια γεωμετρικά σχήματα, Και γενικόερα ποια γεωμετρικά αντικείµενα 


αναγνωρίζετε στην εικόνα της μηχανής; 


Απότι επηρεάζεται η κίνηση της μηχανής; Από έναν ή περισσότερους παράγοντες; 


(Αν ένας µόνο παράγοντας καθορίζειτην κίνηση της µηχανής, λέμε ότι η μηχανή έχει 1 βαθμό 


ελευθερίας. Αντίστοιχα για 2,3 κλπ.) 


Ποιος είναι ο βαθμός ελευθερίας της μηχανής του ν8η 5εµοοῖθη; 


(2) Στη παραπάνω εικόνα, βλέπετε τη γεωμετρική αναπαράσταση του μηχανήματος. 
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Υπάρχουν στοιχεία ή σχέσεις μεταξύ στοιχείων, που δεν περιλάβατε στην περιγραφή που 


στείλατε στο φίλο σας; 

(3) Το τετράπλευρο το οποίο υπάρχει στο σύστηµα αυτό, τιτετράπλευρο είναι και γιατί; 
(4) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΕΒΗ και ΕΞΗ. Ποια συμπεράσματα βγάζετε; 

(5) Να συγκρίνετε επίσης τα τρίγωνα ΒΗΡ και 6ΗΡΏ. Ποια συμπεράσματα βγάζετε; 


(6) Τελικά, για το σηµείο Ώ ποια ιδιότητα προκύπτει πως µένει «αναλλοίωτη» καθώς 


κινείται ο δρομέας α; 


(7) ΞΑΝΑΔΙΑΒΑΣΤΕ ΤΗΝ ΑΡΧΙΚΗ ΕΡΩΤΗΣΗ Που σας τέθηκε στη φάση της προθέρµανσης. 
Μήπως µπορείτε τώρα να προσθέσετε και άλλα σηµεία στην απάντησή σας; Δικαιολογείστε 


την απάντησή σας. 


ΦΑΣΗ Β 


(1) Στο παρακάτω σχήµα έχουµε τοποθετήσει άξονες καρτεσιανού συστήµατος συντετα- 


γµένων σε µία τυχαία “στιγμή” του μηχανήματος (καθώς αυτό κινείται). 


γ. 


14δ 


Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων 6, ΡΒ, Β, 6, θεωρώντας ότι το σταθερό/ ακίνητο 


σηµείο Β έχει συντεταγμένες (0,-ϱ),όπου ρ Ξ θετικός σταθερός αριθµός. 


(2) Εφαρµόστε το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΒςΏ χρησιμοποιώντας τις συντετα- 


γµένες των σηµείωνβ, 6, Ώ και α. 


(3) Ποια σχέση προκύπτει (και συνδέει) τις συντεταγμένες του σημείου Ό; 


Διατυπώστε την και σχολιάστετην. Σας θυμίζει κάποια γνωστή συνάρτηση; 


(4) Μπορείτε να διατυπώσετε µια υπόθεση γιατοτι γραµµή θα χαράξει µια γραφίδα που θα 


τοποθετήσουµε στο σηµείο Ρ; Ποιος συλλογισμός σας οδήγησε σε αυτήν την υπόθεση; 


(5) 
ο Τι σημαίνει η ύπαρξη του σταθερού όρου στη σχέση που βρήκατε; 


ο Τι σημαίνει ότιτο πρόσημο του σταθερού όρου είναι αρνητικό; 


ο Τισημαίνειότιο συντελεστής του χ2είναι αρνητικός; 


ο Στο συντελεστήτου χ2 τιθα συμβεί αν μεγαλώσει η απόσταση ῥ) 


ο Ποια επίπτωση έχει αυτό στη γραµµή που χαράσσειτο εργαλείο; 
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ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ ΕΡΓΑΛΕΙΟΥ 


(1) Βάλτε την γραφίδα στο Ώ και ενεργοποιήστε την μαθηματική μηχανή. Τι γραµµή 


χαράσσει; 


(2) Μετακινείστε το σηµείο Βτου μηχανήματος, φέροντάς το πιο κοντά στο σηµείο Ε. 


Στη συνέχεια, σύρετετο σηµείο α κατά µήκοςτης µπάρας ΟΗ. Η γραμμή που δημιουργείται, 


τι διαφορά έχει από αυτήν που βρήκατε προηγουμένως; 


Δικαιολογήστε την απάντησή σας κάνοντας χρήση της σχέσης μεταξύ των συντεταγµένωντου 


Ὀ που βρήκατε σε προηγούμενο ερὠτηµα. 


(3) Μετακινείστετο σηµείο Β σε απόσταση απότο Ε µεγαλύτερη από την αρχική απόσταση. 
Σύρετε το σηµείο { κατά µήκος της µπάρας ΩΒ. Η γραµµή που δημιουργείται τι διαφορά 


έχει απότις δυο προηγούμενες γραμμές; 


Δικαιολογήστετην απάντησή σας κάνοντας χρήσητης σχέσης μεταξύ των συντεταγµένωντου 
Ὀ που βρήκατε σε προηγούμενο ερώτημα. 


ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΣΤΟ ἄΕΟἄΕΒΒΑ 

ΦΑΣΗ ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗΣ 

Ανοίξτε το αρχείο “Ν8η 5εποοῖεπ.ρρΏ” το οποίο βρίσκεται στην επιφάνεια του Η.Υ, και 
αποτελεί µία προσομοίωση του μηχανήματος Ναη 5εΠοοῖεη. 


Μετακινείστε το σηµείο « (κρατώντας σταθερό το αριστερό κουμπί του ποντικιού), για να 


δημιουργήσετε κίνηση στο μηχάνημα. 
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ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 


Στη µηχανή που µελετήσαμε, η καμπύλη χαράσσεται από γραφίδα που είναι 
τοποθετημένη στην άρθρωση Ρ. Το ότι η καμπύλη έχει αυτή τη συγκεκριμένη 
µορφή οφείλεται σε κάποια χαρακτηριστική γεωμετρική ιδιότητα του σημείου Ὀ. 
“Ποια είναι αυτή η ιδιότητα του σηµείου(ίτης άρθρωσης) Ρ;” 

ΞΑΝΑΓΥΡΙΣΤΕ ΣΤΗΝ ΑΡΧΙΚΗ ΕΡΩΤΗΣΗ ΤΗΣ ΠΡΟΘΕΡΜΑΝΣΗΣ ΚΑΙ ΑΠΑΝΤΗΣΤΕ µε 
βάσητις γνώσεις που αποκτήσατε κατά τη διάρκεια του Εργαστηρίου. “Βρείτε ΟΛΑ 
τα σηµεία που απέχουν εξίσου από το σηµείο Α και την ευθεία εὖ. 

Αν θέλατε να δώσετε ένα όνοµα στη μαθηματική µηχανή που µελετήσατε, πως θα 
την ονομάζατε; 

Εάν η οριζόντια µπάρα ΟΒ είχε άπειρο µήκος, τότε ποιο χαρακτηριστικό της 
καμπύλης (που σχεδιάζει η μηχανή) εξαρτάται απὀ το µήκος των πλευρών του 
ρόμβου; 

Στο παραβολικό τµήµα που σχεδιάσατε (µε το µηχάνηµα και µε την προσομµοίωσή 


του στον ΗΥ) ,τι σχέση έχει η ευθεία ΕΡΏ (πλάγια μπάρα) µε την καμπύλη γραµµή; Να 


αποδείξετε τον ισχυρισμό σας. 
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